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求某些非线性偏微分方程特解
的一个简洁方法
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摘要 : 　简单介绍了应用一个简洁的“试探函数法”求解非线性偏微分方程的基本步骤 ,主要研究

了两大类方程 ,一类是 Burgers方程或 KdV 方程的推广 ,另一类是具有特殊非线性反应率的 Fisher

方程·　不难看出 ,这个方法是简洁的 ,并且可望进一步扩展·　
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1 　试探函数法和两类非线性偏微分方程求解析解的步骤

我们首先研究把高阶导数项和高幂次非线性项加入到 Burgers 方程中的一类非线性偏微

分方程 ,这类方程可以写为

　　5 u
5 t

+ u
5 u
5 x

+ ⋯+ up 5 u
5 x

q

+α1
5 u
5 x

+ ⋯+αn
5 nu
5 xn = 0 , (1)

其中 p , q , n 和αi ( i = 1 ,2 , ⋯, n) 为与自变量 x 和 t 无关的参数·　虽然 ,这类方程[1～10 ] 已经

研究了数十年 ,但我们对它作了一些扩展 ,特别是对于在 n = 3 ,4[11～12 ] 和 n = 5 的情形·　我

们限于求方程 (1) 的解为下列行波解形式 :

　　 u = u0 +
Be bξ

(1 + e aξ) d , (2)

其中ξ = x - ct , u0 = 0 或 u0 = c ± c2 + 2A ;而 c , B , a , b , d 和 A 为待定常数·　

首先 ,我们确定指数 d ,可以把 (2) 代入方程 (1) 并令方程中的最高阶导数项与方程中的

最高幂次的非线性项的部分平衡求得

　　 d =
n - q

p + q - 1
·　 (3)

其次 ,在文献[10 ]中 d = 2 ,现在我们可以扩展到 d 取其它值·　通过把 (3) 回代到方程 (1) 和

(2) 中 ,经过简单的运算即可确定 c , B , a , b和A 以及αi 间的关系 ,从而求得方程的部分特解·　

下面 ,就给出本文摘要所述的两类非线性偏微分方程 (4) 和 (21) 式的试探函数及其相应的解
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析解·　

2 　全部由导数构成的非线性演化方程的求解

Burgers ,KdV 和 Benney[13 ]方程推广后具有下列形式

　　5 u
5 t

+ u
5 u
5 x

+α52 u
5 x2 +β53 u

5 x3 +γ54 u
5 x4 + ⋯ = 0·　 (4)

这时 (2)中的 p = 1 , q = 1 ,因此

　　 d = n - 1 , (5)

其中 n 为方程中的最高阶导数项的阶数·　

1 对于 Burgers 方程

　　5 u
5 t

+ u
5 u
5 x

+α52 u
5 x2 = 0 , (6)

d = 1 ,因此它的试探函数为

　　 u = u0 +
Be bξ

1 + e aξ　　( u0 = c + c2 + 2A)·　 (7)

其对应的解为以下两种情况 :

1) b = 0 , B = - 2 c2 + 2A , a = c2 + 2A/α时的冲击波解 :

　　 u = c + c2 + 2A tanh
c2 + 2A

2α
ξ; (8)

2) b = a , B = - 2 c2 + 2A , a = - c2 + 2A/α时的冲击波解与 (8) 相同·　

2 KdV 方程

　　5 u
5 t

+ u
5 u
5 x

+β53 u
5 x3 = 0 , (9)

d = 2 ,它的试探函数为

　　 u = u0 +
Be bξ

(1 + e aξ) 2 　　( u0 = c - c2 + 2A)·　 (10)

对应的解为 b = a , B = 12 c2 + 2A , a = c2 + 2A/β时的孤立波解 :

　　 u = c - c2 + 2A + 3 c2 + 2A sech2 c2 + 2A/βξ·　 (11)

3 KdV-Burgers 方程

　　5 u
5 t

+ u
5 u
5 x

+α52 u
5 x2 +β53 u

5 x3 = 0 , (12)

d = 2 ,它的试探函数为

　　 u = u0 +
Be bξ

(1 + e aξ) 2 　　( u0 = c + c2 + 2A)·　 (13)

同样 ,可求得如下解 :

1) b = 0 , B = -
12α2

25β , a =
α
5β, c2 + 2A =

6α2

25β　(β > 0) ,

　　 u = c + c2 + 2A -
3α2

25β
(1 - tanh

α
10β

ξ) 2·　 (14)

2) b = 2 a 时的冲击波解与 (14) 相同·　

4 对于 Benney 方程
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　　5 u
5 t

+ u
5 u
5 x

+α52 u
5 x2 +β53 u

5 x3 +γ54 u
5 x4 = 0 , (15)

d = 3 ,其试探函数形式解为

　　 u = u0 +
Be bξ

(1 + e aξ) 3 　　( u0 = c + c2 + 2A) , (16)

由此求得其对应的解为 :

1) 当 b = 0 时 ,在满足

　　β > 0 ,β2 =
144αγ

47
(17)

条件下 ,得到冲击波解

　　

u = u0 +
15α

47 47

α
γ 1 + tanh

1

2 47

α
γξ

3

　　(α < 0 ,γ < 0) ,

u = u0 -
15α

47 47

α
γ 1 - tanh

1

2 47

α
γξ

3

　　(α > 0 ,γ > 0)·　

(18)

2) 当 b = a 时 ,在满足

　　β < 0 ,β2 = 16αγ (19)

条件下 ,得到孤立波解

　　

u = u0 + 15α
α
γ sech2 1

2
α
γξ 1 - tanh

1
2

α
γξ

　(α < 0 ,γ < 0) ,

u = u0 - 15α
α
γ sech2 1

2
α
γξ 1 + tanh

1
2

α
γξ

　(α > 0 ,γ > 0)·　

(20)

3) b = 2 a 在满足 (19) 条件的情况下 ,得到的孤立波解与 (20) 相同·　

在方程 (15)中加入 5 阶的偏导数项也可做类似求解·　且已完成部分工作 ,这里就不再赘

述·　

3 　一类反应扩散方程或 Fisher 方程的求解

我们研究下列反应扩散方程

　　5 u
5 t

= ν52 u
5 x2 + f ( u) , (21)

其中的非线性反应项有下列四种形式 :

　　 f 1 ( u) = ku (1 - u) , (22)

　　 f 2 ( u) = ku (1 - um) 　　( m > 0) , (23)

　　 f 3 ( u) = ku (1 - u) ( u - r) 　(0 ≤ r ≤ 1
2

) , (24)

　　 f 4 ( u) = ku (1 - um) ( um - r) 　　(0 ≤ r ≤ 1
2

)·　 (25)

此时 ,把 (2)代入 (21)并令方程中扩散项与方程中最高幂次的非线性项部分平衡得到

　　 d =
2

p - 1
, (26)

其中 p 为方程 (21) 中非线性项中的最高次幂指数·　

11 当反应项取 (22)时 , p = 2 , d = 2 ;方程 (21) 的试探函数形式解为 :

　　 u =
Be bξ

[1 + e aξ]2·　 (27)
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对应的解为 :

1) 当 b = 0 时 , B = 1 , a =
c

5ν, c2 =
25
6

kν > 4 kν,

　　 u =
1

(1 + exp [ - cξ/ (5ν) ]) 2 =
1
2

1 - tanh
c

10ν
ξ

2

·　 (28)

2) 当 b = 2 a 时 , B = 1 , a = -
c

5ν, c2 =
25
6

kν > 4 kν,

　　 u =
1

(1 + exp [ - cξ/ (5ν) ]) 2 =
1
2

1 + tanh
c

10ν
ξ

2

·　 (29)

3) 当 b = a 时 , c = 0 , B = 6 , a = i
k
ν

　　 u =
3
2

sec2 k
4νx 　　 -

π
2

<
k

4νx <
π
2

·　 (30)

21 当反应项取 (23)时 , p = m + 1 , d =
2
m

;方程 (21) 的试探函数形式解为 :

　　 u =
Be bξ

[1 + e aξ]2/ m , (31)

对应的解为 :

1) 当 b = 0 时 , B = 1 , a2 =
km2

2 ( m + 2)ν, c =
3 km
2 a

　　( c2 > 4 kν) ,

　　 u =
1

1 + exo ±m
kξ

2 ( m + 2)ν

1/ 2 2/ m =
1
2 1 º tanh

m
2

k
2 ( m + 2)νξ

2/ m

·　

(32)

2) 当 mb = 2 a 时 , B = 1 , a2 =
km2

2 ( m + 2)ν, c2 = ( m + 4) 2 kν
2 ( + 2) , ( c2 > 4 kν)

　　 u =
1

1 + exo ±m
kξ

2 ( m + 2)ν

1/ 2 2/ m =
1
2 1 º tanh

m
2

k
2 ( m + 2)νξ

2/ m

·　

(33)

3) 当 mb = a 时 , c = 0 , B = [2 ( m + 2) ]1/ m , a = i m k/ν

　　 u =
[2 ( m + 2) ]1/ me±i k/νξ

[1 + e±i m k/νξ]2/ m
, 　 m

k
νξ≠π,3π, ⋯ ·　 (34)

31 当反应项取 (24)时 , p = 3 , d = 1 ;方程 (21) 的试探函数形式解为 :

　　 u =
B

1 + e aξ , (35)

对应的解为 :

1) B = 1 , a = ± k
2ν, c = ±( 1

2
- r) 2 kν

　　 u =
1

[1 + e± k/ 2νξ]
=

1
2 1 º tanh

1
2

k
2ν
ξ ·　 (36)

2) B = a , a = ±r
k

2ν, c = ±( r
2

- 1) 2 kν

　　 u =
r

[1 + e±r k/ 2νξ]
=

r
2 1 º tanh

r
2

k
2ν
ξ ·　 (37)
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41 当反应项取 (25)时 , p = 2 m + 1 , d =
1
m

;方程 (21) 的试探函数形式解为 :

　　 u =
B

[1 + e aξ]1/ m , (38)

对应的解为 :

1) Bm = 1 , a = ±m
k

2ν, c = ±(
1
2

- r) 2 kν

　　 u =
1

1 + e±m k/ 2νξ

1/ m

=
1
2 1 º tanh

m
2

k
2ν
ξ

1/ m

·　 (39)

2) Bm = r , a = ±mr
k

2ν, c = ±( r
2

- 1) 2 kν,

　　 u =
r

1 + e±mr k/ 2νξ

1/ m

=
r
2 1 º tanh

mr
2

k
2ν
ξ

1/ m

·　 (40)

同样 ,其它非线性反应扩散方程也可望类似地求解·　

4 　结　　论

由下面的一系列非线性方程的试探函数的确定及对应方程的求解不难发现 :试探函数法

对于某些特殊形式的非线性偏微分方程的求解是简洁的 ,方法的主要思想是从 (5) 或 (26) 出发

确定 d和其它常数 ,求得的某些特解对于近年来迅速发展的高精度 (例如三阶至六阶精度的格

式) 的数值试验方法是很有用的·　同时 ,它也可望用于建立某些自然现象的简化模型·　

致 　谢 : 　本文的完成得到了黄敦教授的热情帮助 ,在此表示感谢 !
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A Si mple Fas t Me t hod i n Fi ndi ng Pa r t ic ula r

S ol ut i ons of S ome Nonli ne a r PD E

LIU Shi- kuo1 , 　FU Zun- tao1 ,2 , 　LIU Shi- da1 ,2 , 　ZHAO Qiang1

(11 Depa rtment of Geophysics , Peki ng Univers ity , Beiji ng 100871 , P R Chi na ;

21 S KL TR , Peki ng Univers ity , Beiji ng 100871 , P R Chi na)

Abs t ract : The“trial function method”( TFM for short) and a routine way in finding traveling wave

solutions to some nonlinear partial differential equations ( PD E for short) wer explained. Two types of

evolution equations are studied , one is a generalized Burgers or KdV equation , the other is the Fisher

equation with special nonlinear forms of its reaction rate term. One can see that this method is sim2
ple , fast and allowing further extension.

Key words : trial function method ; nonlinear PD E; shock wave solution ; solitary wave solution
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