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摘 　要 　给出了大气三维涡旋运动基本态所满足的简洁的偏微分方程. 大气涡旋运动存在低压辐合上升和高压

辐散下沉的基本状况 ,基本态的三维速度场可以用流函数和对流速度势分解 ,且具有螺旋结构. 当 Reynolds 数

Re → ∞时 ,涡旋运动就化为地转风 ,涡旋运动近似就化为地转风近似.
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FROM 22D GEOSTROPHIC WIND TO 32D VORTEX MOTIONS
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Abstract 　Simple partial differential equations satisfied by the basic states of 32D vortex motions were

derived. There exist the basic patterns that low2pressure convergence leads to uplifted motion and high2pressure

divergence leads to down2flow in the atmospheric vortex motions. These basic states of 32D velocity field can be

described in terms of stream function and convective velocity potential decompositions , and there are spiral

structures in theses motions. Actually , when Re →∞ , vortex motion degenerates into geostrophic wind , and

corresponding vortex motion approximation is replaced by geostrophic approximation.
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1 　引　言

　　水平方向气压梯度力和 Coriolis 力相平衡的地

转风是大气大尺度运动的二维基本态[1～4 ] . 有了地

转风 ,就知道天气图上的等压线或等高线是二维风

场的流线 ,地转风随高度变化的原因是大气的斜压

性. 但是 ,大气是一个三维流场 ,若是地转风 ,基本

就没有水平的辐合或辐散 ,也就谈不上垂直运动和

降水. 北半球的气旋辐合上升 ,反气旋辐散下沉是

大气三维运动的基本形态[5 ,6 ]
. 从物理上讲 ,要辐合

上升 ,就必须要考虑黏性力[7 ] ,因为有了黏性力 ,就

能够使地面的风吹向低压 ,因而空气才有上升运动.

本文考虑影响大气运动的气压梯度力、Coriolis 力和

黏性力的大气动力学、热力学方程组 ,推导三维涡旋

运动基本态 ,分析它的性质和结构 ,并说明不考虑黏

性时 ,导致地转风平衡态的原因.

2 　大气三维涡旋运动基本态

应用 Boussinesq[8 ] 近似描写大气运动方程组可

以写成
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(1)
式中ρ0 ,θ0 分别为静止空气的密度和位温 , ( u , v ,

w) 为空气运动的速度 , p ,θ分别为气压和位温 , f 为

Coriolis 参数 (取为常数) , g 为重力加速度 , N 为

Brunt - Väis̈alä 频率 ,ν,κ分别为黏性系数和导温系

数 ,Δ为三维 Laplace 算符.

若取水平和垂直长度尺度分别为 L 和 H ,水平

速度尺度为 U ,时间尺度为 LΠU ,垂直速度尺度为

HUΠL , pΠρ0 的尺度为 U
2

,θΠθ0 的尺度为 U
2ΠgH. 并

取对比参数δ = HΠL , Re = ULΠν(Reynolds 数) , Ri

= N
2

H
2ΠU

2 (Richardson 数) , Pr = νΠκ(Prandtl 数) ,

Ro = UΠ( fL ) (Rossby 数) [9 ] ,则方程组 (1) 的无因次

化形式为
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把方程 (2) 的前两式化为涡度方程和散度方程 ,在

原方程中略去平流项 ,取 O (δ) = 101 ,则方程 (2) 化

为
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其中

D = 5 uΠ5 x + 5 vΠ5 y ,

ζ = 5 vΠ5 x - 5 uΠ5 y (4)

分别是水平散度和垂直涡度.

这意味着在水平方向是气压梯度力、Coriolis 力

和黏性力平衡 ,垂直方向是气压梯度力、Archimede

力和黏性力平衡 ,热力学上是对流加热和传导加热

平衡. 考虑大气运动的基本态 ,在方程组 (3) 中取

5 Π5 t = 0 , 并取 Δ2 (ζ, D , w ,θ) = - (ζ, D , w ,

θ) (牛顿近似) ,则大气运动的定常解或基本态满足

D
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由方程式 (5c)和 (5d)消去θ得到

5 p
5 z

=
1
Re

( Ra - 1) w , (6)

　　由 (6)式和 (5a) 、(5b)及 (5e)式易得 w 的一个偏

微分方程[10 ]

( Ta + 1) 5 2
w

5 z
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5 2
w
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2 +

5 2
w
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其中 Ta = Re
2ΠRo

2 , Ra = - PrRe
2

Ri 分别称为 Taylor

数和 Rayleigh 数[9 ] .

(5) 、(6)和 (7)式是大气三维小扰动运动基本态

所满足的偏微分方程. 其中式 (5a) 、(5b) 和 (5e) 反

映大气涡旋运动的基本运动型式. 从 (5e) 看出 ,若

下层水平辐合 D < 0 ,则5 wΠ5 z > 0 , 因为地面上

w = 0 ,所以5 wΠ5 z > 0 ,表示大气涡旋下层水平辐

合必然导致空气的上升运动. 由式 (5a) 可见 ,下层

的水平辐合 D < 0 ,则有ζ > 0 ,它表示大气涡旋下层

水平辐合必然为气旋性涡度. 由式 (5b) ,若 D < 0 ,

ζ > 0 ,则 (5 2
pΠ5 x

2 + 5 2
pΠ5 y

2 ) > 0 ,表示大气涡旋
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下层气旋性涡度的中心为低压.

而垂直运动方程 ( (5c) 式) 和热力学方程 ( (5d)

及 (6) 式) 则决定涡旋的三维结构、气压场和温度

场. 先讨论 Ri < 0 (或 Ra > 0) 情况 (它表示层结不

稳定 ,式 (5c) 相当于湿绝热方程) . 由式 (5d) ,下层

上升运动 w > 0 ,导出θ > 0 ,它表示下层水平辐合

上升的大气涡旋是热中心. 由 (6) 式 ,只要 Ra > 1 ,

上升运动 w > 0 ,就表示5 pΠ5 z > 0 ,即压力偏差随

高度增加 ,因而下层热的气旋性涡度的低压中心到

上层就变成热的反气旋性涡度的高压中心. 若下层

是冷的反气旋性涡度的高压中心 ,则上层是冷的气

旋性涡度的低压中心 ,可作类似解释.

若 Ri > 0 (即 Ra < 0) ,表示层结稳定情况 ,则

必须在热力学方程中加入一热源 ( Q > 0) 或冷源 ( Q

< 0) 项. 即式 (5d) 变为

- Riw - θΠPr Re + Q = 0. (8)

因此要维持下层热的低压 ( w > 0 ,θ> 0) ,就必须要

热源 Q > 0 ;要维持下层冷的高压 ( w < 0 ,θ< 0) ,就

必须要冷源 Q < 0.

总之 ,大气的三维涡旋运动基本态原则上都可

以用 (5) 、(6) 和 (7) 三式来说明 . 而且需要强调的

是 ,这里的基本态也包括二维地转风基本态. 当 Re

→∞时 ,表示黏性趋向于 0 ,从式 (5a) 得到 D →0 ,

若回到水平运动方程则有 u →- Ro 5 pΠ5 y ,

v → Ro 5 pΠ5 x ,这正是地转风状态[11 ] . 由 (3) 式 ,

当 Re →∞时 ,得到5 pΠ5 z = θ,这就是静力关系.

由 (5b) 式得到ζ = Ro (5 2
pΠ5 x

2 + 5 2
pΠ5 y

2 ) ,这说

明地转风时的等压线相当于流函数 .

3 　基本态的三维螺旋结构图像

设定空间区域为 x ∈ [ - 3 ,1 ] , y ∈ [ - 1 ,1 ] ,

z ∈[0 ,1 ] . 设

w = X ( x) Y ( y) W ( z) , X ( x) = cos
π
2

x ,

Y ( y) = cos
π
2

y , (9)

将 (9)式代入 (7) 式并结 合 z 方向的边界条件可得

W ( z) 的特征值问题[12 ]

d
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W
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(10)

其特征值和特征函数分别为

π2

2
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, n = 1 ,2 ,3 , ⋯
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2
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W0 sin ( nπz) ( W0 为正常数) ,

(11)

若取 n = 1 ,则由 (11)式得到

( Ra - 1)Π2 = Ta + 1 , W ( z) =
Ro

2

Re
W0 sin (πz) . (12)

这样 ,由 (5)式可得到各种气象要素场
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2
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Re
X′( x) Y ( y) + RoX ( x) Y′( y) cos (πz) ,

v = Ûy =

2
πW0
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Re
X ( x) Y′( y) - RoX′( x) Y ( y) cos (πz) ,

D = - π Ro
2

Re
W0 X ( x) Y ( y) cos (πz) ,

ζ =πRoW0 X ( x) Y ( y) cos (πz) , 　　　　　　(13)

其中符号“·”和“′”分别表示对 时间 t 和空间 x (或

y) 的导数.

(13)式中的 Ûx , Ûy ,Ûz 的 3 个方程构成几何空间

( x , y , z) 的三维非线性自治动力系统. 从定性分析

和定量计算证实 ,三维大气涡旋运动基本态是一个

螺旋结构的轨道[13～15 ] ,如图 1 所示.

图 1 　涡旋运动的三维螺旋结构轨道
Fig. 1 　32D spiral trajectory of vortex motions

　　由图 1 看出 ,下层空气团辐合上升 ,上层空气团

则辐散. 上层辐合下沉 ,则下层辐散 ,这正是大气运

动的三维基本图像.
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　　图 2 和图 3 则是高度 z = 0. 1处 (表示下层) 和

z = 0. 85 处 (表示上层) 的涡度、温度和压力场的分

布图. 从图2和图3 看出 ,下层是气旋性涡度ζ > 0 ,

上层是反气旋性涡度ζ < 0 ;上下层都是热中心 ,下

层是低压中心 , 上层则是高压中心.

图 2 　高度 z = 0. 1 处 (表示下层)的涡度 (a) 、温度 (b)和压力场 (c)的分布图

Fig. 2 　The vorticity field (a) , temperature field (b) and pressure field (c) in low level

图 3 　高度 z = 0. 85 处 (表示上层)的涡度 (a) 、温度 (b)和压力场 (c)的分布图

Fig. 3 　Same as Fig. 2 but in high level

4 　三维涡旋运动基本态的分解

对二维速度场 ( u , v) ,引进流函数ψ和速度势

< ,则 u 和 v 可以表示为[16 ,17 ]

u = - 5ψΠ5 y + 5 <Π5 x , v = 5ψΠ5 x + 5 <Π5 y .

(14)

现在涡旋运动基本态是满足三维不可压方程的速度

场 ( u , v , w) , 它又如何分解呢 ?

由 (5e)式得到

5 w
5 z

= - D = -
5 u
5 x

+
5 v
5 y

= - Δ2 < , (15)

其中
Δ2 ≡5 2Π5x

2
+ 5 2Π5y

2
. (16)

对 (15)式积分得到[18～20 ]

w = Δ2 ∫- <d z = Δ2χ, (17)

其中χ满足

χ = - ∫<d z 或 5χΠ5 z = - < , (18)

称为对流速度势.

由 (14)和 (17)式得到三维速度场的分解

u = -
5ψ
5 y

-
5

5 x
5χ
5 z

,

w = Δ2χ ,

v =
5ψ
5 x

-
5

5 y
5χ
5 z

,

(19)

把 (19) 式中带有对流速度势χ的部分称为对流部

分 ,带有ψ的部分称为地转部分. 将 (19) 式对照

(13) 式就求得

χ = -
2
π2

Ro
2

Re
W0 X ( x) Y ( y) sin (πz) ,

ψ = -
2
π RoW0 X ( x) Y ( y) cos (πz) ,

< =
2
π

Ro
2

Re
W0 X ( x) Y ( y) cos (πz) ,

(20)

　　由此看出 , 当 Re →∞时 ,χ→0 , < →0 ,因而三

维速度场分解 (19) 式就只有地转部分的二维速度

场.

同样 , 由 (5b) 和 (19) 式得到Δ2 p = ζΠRo -

DΠRe = Δ2ψΠRo - Δ2 <ΠRe ,压力场也可以分成两部

分

p = ψΠRo - <ΠRe , (21)

右边第一项称为地转部分 ,第二项称为对流部分.
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由 (5c)式和 (21)式得到温度场

θ =
5 p
5 z

+
1
Re

w =
5

5 z
1
Ro
ψ -

1
Re

< +
1
Re
Δ2χ ,

(22)

右边第一项 1
Ro

5ψ
5 z

为地转部分 ,第二项和第三项称

为对流部分.

所以 ,对于涡旋运动的基本态而言 ,不仅速度场

可以分解为地转部分和对流部分 ,气压场和温度场

也可以分解为地转部分和对流部分.

有了三维速度场 ( u , v , w) 的分解式 (19) ,在涡

度方程和散度方程中的平流项中的速度 ( u , v , w)

就可以用 (19) 式替代 ,并称为准涡旋运动近似. 当

Re →∞时 ,就是常用的准地转近似

u = - 5ψΠ5 y , v = 5ψΠ5 x . (23)

在热力学方程中的位温θ用 (22) 式中的准涡旋运动

近似 ,当 Re →∞时 ,就是常用的准地转近似

θ =
1
Ro

5ψ
5 z

. (24)

　　因此 ,有了大气涡旋运动的三维大气流场的基

本态 ,对研究大气运动的演化带来很大方便 ,对研究

数值预报和气候模式有较为重要的参考价值.

5 　结　论

大气下层空气辐合上升和辐散下沉是最基本的

三维涡旋运动的一种型式. 这种基本态满足简单的

偏微分方程 (7) ,它的三维结构是螺旋结构. 涡旋运

动基本态的速度场、气压场和位温场都可以分解成

地转部分和对流部分. 当 Re → ∞时 ,即不考虑黏

性的影响时 ,三维涡旋运动化为“地转风” ,准涡旋

运动近似就化为准地转近似. 所以 ,研究大气运动

必须要考虑黏性. 有了三维涡旋运动的基本态 ,对

气候和预报研究有重要的参考价值.
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