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� �　利用速度场的分解 ,说明大气中常见的斑图。速度场可分为变形场和旋转场。若大气动力学方程中只有

气压梯度力和科里奥利力平衡 , 此时速度场只有旋转场 , 地面天气图上气旋反气旋斑图是闭合的。若再加上摩擦

力 , 则斑图为实际的气旋反气旋螺旋。对三维有水平辐散辐合的涡旋 , 其斑图为三维螺旋型式 , 常见是漏斗状。

台风小口朝上 , 龙卷风大口朝上。
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The Spiral Structure for Atmospheric Vortex

L IU Shi2Da , L IU Shi2Kuo , L IAN G Fu2Ming , and FU Zun2Tao

School of Physics , Peking Universit y , Bei j ing　100871

Abstract　The 32D velocity fields of atmosphere can be decomposed into the deformation and rotation fields. The de2
formation field consist s of the velocity divergence , it is symmetry matrix. The rotation field consist s of the vorticity ,

it is anti2symmetry matrix. The st ructure of atmosphere vortex can be determined by the Jacobian matrix of the ve2
locity field , the Jacobian matrix is the sum of the above symmetry matrix and anti2symmetry matrix. The singular

point of the velocity field denotes the wind2f ree place. The characteristic values of the Jacobian matrix at the singular

point determine the property of vortex. When the pressure gradient force is balanced with the Coriolis force in at2
mospheric dynamical equations , the 22D velocity field is only the rotation field , the characteristic value is pure imagi2
nary. The cyclone and anticyclone vortex patterns are a closed form in the surface synoptic map . When the f riction is

added in the above balance , the 22D velocity fields have also the deformation field except for the rotation field , the

characteristic value is a complex number. The cyclone and anticyclone vortex patterns become spiral form. The 32D
atmospheric vortex pattern is usually the spiral conic form with the deformation and rotation fields. The three char2
acteristic values are one real and two complex. They are a funnel st ructure. The smaller funnel hole is up for ty2
phoon , the larger funnel hole is up with long and thin for tornado .

Key words　atmospheric vortex , spiral st ructure , decomposition of velocity field
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天气图上有许多涡旋 , 如气旋、反气旋。它

们是二维涡旋。在三维空间 ( x , y , z) 中 , 大气

也常见台风、龙卷风等涡旋。这些涡旋的斑图

(pattern)是什么型式 ? 它们是如何形成的 ? 如何

判断这些涡旋的特征 ? 本文将速度场分解为变形

场的对称矩阵和旋转场的反对称矩阵。因此 , 从

矩阵的形式及它的特征值很易识别大气涡旋的斑

图。
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大气速度场 v ( u , v , w) , 一般可以写成微分

方程形式 :

�x = u = u( x , y , z) ,

�y = v = v ( x , y , z) ,

�z = w = w ( x , y , z)1
(1)

通常 , u、v、w 是 x、y、z 的非线性函数。符号

“·”表示对时间 t的微商。

但是 , 在大气涡旋中总存在无风的点 ( x0 , y0 ,

z0 ) , 如台风中心、气旋反气旋的中心等。令方程

(1) 式右端为零 ,

u ( x , y , z) = 0 ,

v ( x , y , z) = 0 ,

w ( x , y , z) = 0 .

(2)

便得到涡旋的速度场为零的点 , 称为奇点 (无风的

点) 。由于 (1) 式右端是非线性的 , 因此一般奇点

有多个。我们不妨设奇点的位置为 (0 , 0 , 0) , 则
(1) 式右端可以在奇点 (0 , 0 , 0) 作台劳展开到一

阶项 , 得到线性常微分方程[1 ] ,

�x
�y
�z

=

5u
5 x

5u
5 y

5u
5 z

5v
5 x

5v
5 y

5v
5 z

5w
5 x

5w
5 y

5w
5 z (0 ,0 ,0)

x

y

z

= J

x

y

z

1 (3)

矩阵 J 称为雅可比矩阵 , 它可以写成

J =
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5 x

1
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1
2
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-
1
2
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1
2
ω1 0

= D +Ω, (4)

其中 ,

ω1 =
5w
5 y

-
5v
5 z

,

ω2 =
5u
5 z

-
5w
5 x

,

ω3 =
5v
5 x

-
5u
5 y

,

是涡度ω= rot v的三个分量 , 矩阵 D和Ω分别是

对称矩阵和反对称矩阵。由 (4) 式看出 , 三维速度

场可以分为两部分 , 变形部分 D和旋转部分Ω[2 ]。

变形部分是由速度剪切变形 , 包括水平辐合辐散造

成的 , 而旋转部分是由涡度造成的。应该指出 , 变

形矩阵 D由于是对称矩阵 , 它可以通过相似变换为

对角矩阵 , 其对角线矩阵之和仍与 D相同 , 故常写

成如下形式 :

D =

5u
5 x

　 5v
5 y

　 　 5w
5 z

1 (5)

对于不可压缩流体 , 矩阵 D的对角线之和为零。

3 �	
��	��


在大气运动方程中 , 若气压梯度力和科里奥利

力平衡[3 ] ,

-
1
ρ

5 p
5 x

+ f v = 0 ,

-
1
ρ

5 p
5 y

- f u = 0 ,

(6)

其中 , f 是 Coriolis参数。由 (6) 式可以求出二维

速度场 ,

u = �x = -
1
fρ
5 p
5 y

= -
5ψ
5 y

,

v = �y =
1
fρ

5 p
5 x

=
5ψ
5 x

,

(7)

其中 ,ψ= p/ fρ是流函数。

对于一个孤立的气旋和反气旋 , 垂直涡度

ω3 =
5v
5 x

-
5u
5 y

=
52ψ
5 x2 +

52ψ
5 y2 =

Δ2
hψ, (8)

可以看成是常数ζg , 则二维 Poisson方程 (8) 的解

为

ψ =
ζg

4
( x2 + y2 ) =

p
fρ
1 (9)

将 (9) 式代入 (7) 式 , 得到

�x
�y

=
1
2

0 - ζg

ζg 0

x

y
. (10)

　　将 (10) 式与 (3) 、(4) 式对照 , 可以看出此时

速度场的雅可比矩阵只有旋转的反对称矩阵 , 而没
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有变形的辐合辐散部分 , 令 (10) 式右端为 0 , 解得

速度场的奇点 ,

( x , y) = (0 , 0) . (11)

方程 (10) 右端雅可比矩阵的特征值满足

0 - λ -
1
2
ζg

1
2
ζg 0 - λ

= 0 , (12)

其中 ,

λ = ±1
2
ζg i1

由于λ是纯虚数 , 因而奇点是中心点 , 围绕中心点

的轨道是闭合轨道。事实上 , 由 (10) 式 , 得

d x
d y

= -
y
x

, (13)

x2 + y2 = c1 (14)

所以无摩擦力时 , 气旋、反气旋的斑图是一个圆
(见图 1) 。

图 1　无摩擦力时的气旋、反气旋结构

Fig. 1　The st ructures of cyclone and anti2cyclone wit hout f riction

force

将方程 (10) 化成极坐标形式 ,

θ
　·

=
x �y - y �x

r2 =
ζg

2
1 (15)

由于气旋

ζg =
1
fρ

Δ

h p > 0 ,

因而中心低气压 , θ
　·

> 0表示逆时针旋转 ; 反气旋

ζg =
1
fρ

Δ

h p < 0 ,

因而中心高气压 , θ
　·

< 0表示顺时针旋转。

实际上 , 反气旋的斑图并不是圆形 , 地面天气

图上绘出的气旋图形是等压线 , 它并不是按风的切

线方向绘的。由于受摩擦力的影响 , 在高压内的风

向外吹 , 在低压外的风向内吹。因此考虑到摩擦力

后 , 气压梯度力、科里奥利力和摩擦力三力平衡得

到 :

-
1
ρ

5 p
5 x

- ku + f v = 0 ,

-
1
ρ

5 p
5 y

- kv - f u = 0 ,

(16)

其中第二项是摩擦力 , 它与速度的方向相反 , k为

摩擦系数。或另述成

-
5ψ
5 x

-
k
f

u + v = 0 ,

-
5ψ
5 y

-
k
f

v - u = 01
(17)

用

ψ =
ζg

4
( x2 + y2 )

代入 (17) 式 , 并解出 u、v , 得到 :

�x
�y

=
u

v
=
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ζg

2
k
f

1 +
k
f

2 0

0
-
ζg

2
k
f

1 +
k
f

2

x

y

+
1
2

0 -
ζg

1 +
k
f

2

ζg

1 +
k
f

2 0

x

y
1 (18)

　　由 (18) 式看出 , 有了摩擦力后 , 此时速度场

中除了有旋转部分 (反对称矩阵) Ω外 , 还增加了

变形部分 (对称矩阵) D。这是由于摩擦使风向穿

过等压线而形成的辐散辐合。由于地面有水平辐合

辐散 , 必然引起上升或下沉运动 , 所以摩擦力是产

生上升、下沉运动的必不可少的条件。

由 (18) 式求出水平散度 ,

5u
5 x

+
5v
5 y

=
-

k
f
ζg

1 +
k
f

2 1 (19)

由 (19) 式看出对气旋ζg > 0 , 5 u/ 5 x + 5 v/ 5 y < 0 ,

水平辐合 ; 对反气旋ζg < 0 , 5 u/ 5 x + 5 v/ 5 y > 0 , 水

平辐散。这与实际的气旋、反气旋的情况是一致

的。气旋中心低压 , 风朝向内吹辐合 , 反气旋中心

高压 , 风朝向外吹[4 , 5 ]。

若摩擦系数 k = 0 , 则 (18) 式就化为 (10) 式。
(18) 式右端为 0得到奇点 ,仍是 (0 , 0) ,不过有了
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图 2　有摩擦力时气旋、反气旋结构

Fig. 2　The st ructures of cyclone and anti cyclone wit h f riction

force

摩擦力以后 , 雅可比矩阵的特征值却由纯虚部变成

了有实部和虚部的复数 ,

λ = -

k
f
ζg

2 1 +
k2

f 2

± |ζg |

2 1 +
k2

f 2

i1 (20)

对气旋ζg > 0 , 因而λ的实部为负 , 奇点 (0 , 0) 是

稳定焦点。对反气旋ζg < 0 ,λ的实部为正 , 奇点

(0 , 0 , ) 是不稳定焦点[6 ]。围绕焦点的轨道都是螺

旋。所以有摩擦力时 , 气旋、反气旋的斑图是螺旋
(见图 2) 。

4 �������	�

为了讨论三维涡旋斑图 , 一般可以认为风场主

要在水平方向旋转 , 即只有垂直方向涡度ω1 =ω2 =

0 ,ω3 ≠0 , 那么三维速度场的分解式 (3) 、(4) 就

成为

�x
�y
�z

=

5u
5x

　 5u
5y

　 　 5w
5z

x

y

z

+

0 -
1
2
ω3 0

1
2
ω3 0 0

0 0 0

x

y

z

1

(21)

(21) 式说明 , 三维速度场既有旋转部分 , 又有变形

部分。若三维不可压

5u
5 x

+
5v
5 y

+
5w
5 z

= 0 ,

只要水平辐合辐散

5u
5 x

+
5v
5 y
≠0 ,

那么就会有上升、下沉运动 , 并且伴随着旋转。

大气中常见的台风就是地面水平辐合上升 , 而

雷雨云底的龙卷风就是云底辐合下沉。

我们不妨设

5u
5 x

+
5v
5 y

= - 2 a < 0 ( a > 0) , (22)

因此 , 为了满足三维不可压缩方程 , 则必须有

5w
5 z

= 2 a1 (23)

因此 , (21)式变成

�x
�y
�z

=

- a

- a

2a

x

y

z

+

0 -
1
2
ω3 0

1
2
ω3 0 0

0 0 0

x

y

z

1

(24)

(24) 式也可表示成

�x
�y
�Z

=

- a -
1
2
ω3 0

1
2
ω3 - a 0

0 0 2 a

x

y

z

= J

x

y

z

1

(25)

令 (25) 式右端为零 , 得到奇点是
( x , y , z) = (0 ,0 ,0) , (26)

且雅可比矩阵的特征值为

λ1 = 2 a > 0 ,

λ2 ,3 = - a ±
ω3

2
i .

(27)

由 (27) 式看出 ,λ2 , 3是共轭复根 , 实部为负 , 说明

是辐合。而λ1 > 0 表示辐合进来以后上升 (台风)

或由雷暴云底下沉 (龙卷风) 。

此时奇点 (0 , 0 , 0) 是一个鞍———焦点[7 , 8 ]。

围绕奇点的轨道是螺旋锥。

为此 , 我们将 (25) 式化为柱坐标 ( r ,θ, z) 形

式 ,

v r = �r =
x �x + y �y

r
= - a r ,

vθ = r�θ = r
x �y - �x y

r2 =
1
2
ω3 r ,

w = �z = 2 a z1

(28)

(28) 的第二式说明 , 旋转角速度 �θ是垂直涡度ω3

的一半。北半球台风或龙卷风ω3 > 0 是逆时针旋

转。

若考虑轴对称 , 那么柱坐标系得连续方程为

1
r
5 ( rv r)
5 r

+
5w
5 z

= 01 (29)
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图 3　台风、龙卷风的结构

Fig. 3　The st ructures of typhoon and t ronado

引入流函数ψ

rv r = -
5ψ
5 z

,

rw =
5ψ
5 z
1

(30)

由 (30) 式解得流函数为
ψ = a r2 z , (31)

ψ等值线是一个漏斗状。台风小口朝上 , 龙卷风大

口朝上 (见图 3) [ 9 , 10 ]。

5 ��

大气涡旋是非常普遍的。将速度场分解为对称

的变形部分和反对称的旋转部分 , 就可以识别大气

涡旋的斑图型式。地面天气图上的闭合流场是由无

摩擦力的气压梯度力和科里奥利力相平衡的动力学

斑图 , 它仅有旋转场。若加进了地面摩擦力以后 ,

气旋、反气旋的斑图是螺旋。大气的三维涡旋一定

要考虑水平辐合辐散 , 即存在变形场 , 若再加上有

涡度引起的旋转场 , 台风和龙卷风形成螺旋锥斑

图 , 它们的外形是漏斗状 , 台风小口朝上 , 龙卷风

大口朝上。
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