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现实中⼤大部分物理理问题都是⽆无法解析求解的，我们
通常采⽤用近似⽅方法来处理理。

根据物理理实验仪器器具体性质，我们可以使⽤用类似于
或接近待求解物理理问题的已知理理论模型来研究这些
不不可求解的问题。

如果这些理理论模型是简单并且可解析求解时，我们
可以将实验设备和已知理理论模型之间的差异视作为
对已知理理论模型的微扰，利利⽤用已知理理论模型的解析
解来逐级逼近待求解的物理理问题。

      “微扰论”



具体处理理⽅方法
设所研究的量量⼦子体系的薛定谔⽅方程是⽆无法求解的或难以得到精确解 

    1）若总哈密顿算符的各部分具有不不同的数量量级，其主要部分可 
         精确求解，我们便便可先略略去次要部分，对主要部分求出 
         其薛定谔⽅方程的精确解 

    2）再从主要部分的精确解出发，把略略去的次要部分对系统的 
         影响逐级考虑进去，从⽽而得出逐步接近于原来问题精确解的 
         各级近似解。 

在量量⼦子⼒力力学诞⽣生之前，在经典物理理中⼈人们已经采⽤用微扰论来求解 
太阳系的多体动⼒力力学问题。经典物理理课程常常忽视微扰论，但量量⼦子
⼒力力学中微扰论的地位异常重要。 

这是因为 
1) 量量⼦子⼒力力学中课求解的模型⽐比经典物理理中少很多； 
2) 量量⼦子⼒力力学中微扰论更更加简单强⼤大。



微扰展开
我们可将总哈密顿量量分解为主体和微扰两部分，微扰项
的⼤大⼩小由⽆无量量纲的⼩小参数确定。要求主体部分与此参数
⽆无关，⽽而微扰部分则包含此参数。
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微扰展开
我们猜测     和     都是   的连续函数
         将它们展开为   的幂级数形式
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(2)
k + Ŵ 
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⼀一级微扰

结论：⼀一级微扰修正对某⼀一能级的修正是
          微扰项在未受微扰系统的该能级所对应的
          本征态中的平均值

为求解      ，我们⽤用        从左⽅方标积    的系数⽅方程：E(1)
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�� (0)

k

E
+ E

(1)
k

因为

E(1)
k =

D
 (0)
k

��Ŵ
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在⼀一些物理理问题中，由于对称性要求，⼀一级微扰可以是零。
例例如⽆无限深势阱中的带电粒⼦子，当施加⼀一个微弱外电场
（  ）时，带电粒⼦子获得静电势能                     。
将这个微弱势能看作为微扰，我们可以计算其⼀一级微扰贡
献。因为⽆无限深势阱的能量量本征函数具有特定的宇称，所
以在⼀一级微扰⽔水平上，能量量的修正为0，

⼀一级微扰
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原则上我们可以计算⽆无穷级的微扰贡献，实际研究⼯工作中计
算量量随着微扰展开阶数⽽而迅速增加。具体要算到哪⼀一个微扰
阶数是取决于实验精度。如果理理论计算精度已经超出实验探
测⽔水平，那么我们就没有必要在计算更更⾼高阶数的贡献了了。当
⼀一级微扰为零时，我们需要计算⼆二阶能量量修正。



⼀一级微扰的波函数
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⼀一级微扰的波函数
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微扰后波函数的归⼀一化条件
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因为       具有总体的相位不不确定性，我们可以定义| ki

| 0
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相位⾃自由度的起源
按照微扰论，
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⼀一级微扰修正
当     的本征函数      ⽆无简并时，⼀一级微扰修正为Ĥ0  (0)
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⼆二阶修正
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用
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∣∣∣φ(0)

i

〉〈
φ
(0)
i

∣∣∣Ŵ
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(0)
k 能级发射和吸收某种“虚粒
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系的完整信息，此处提及的虚粒子仅仅是为了便于理解问题。

微扰收敛性

为保证微扰论成立，要求微扰矩阵元远小于相应两能级之差，即
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当微扰贡献可以改变整个物理图像时，无法将 Ŵ 视作为微扰。

另一方面微扰伦成立还要求二级能量修正中对各态求和是收敛的，但通常很难证

明这一点。如果在能量很高的态
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并没有非常迅速地减少来保证对各台求和收敛，那么此二级微扰就产生一个发散项，

通常被称作为“紫外发散”。如果在 E
(0)
k 能级附近存在无穷个（或连续的）态函数，

其能量满足 |E(0)
i − E
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k | ∼ 0，那么对这些态函数求和将导致另一类发散项，称作为

“红外发散”。
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〉
是基态时，二级能量修正总是负值，因为 E

(0)
i > E

(0)
k 。

我们可以将此二级能量修正近似视作是从 E
(0)
k 能级发射和吸收某种“虚粒

子”——永远无法测量的粒子——所引起的能量修正。在 Ŵ 微扰作用下，该虚粒子从

E
(0)
k 态和 E

(0)
i 态之间跃迁。注意：在非相对论量子力学中，波函数中包含了物理体

系的完整信息，此处提及的虚粒子仅仅是为了便于理解问题。

微扰收敛性

为保证微扰论成立，要求微扰矩阵元远小于相应两能级之差，即

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

〈
φ
(0)
i

∣∣∣Ŵ
∣∣∣φ(0)

k

〉

E
(0)
i −E

(0)
k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≪ 1. URyXRXjkV

当微扰贡献可以改变整个物理图像时，无法将 Ŵ 视作为微扰。

另一方面微扰伦成立还要求二级能量修正中对各态求和是收敛的，但通常很难证

明这一点。如果在能量很高的态
∣∣∣∣ψ

(0)
i

〉
（E

(0)
i ≫ E

(0)
k ）中，微扰矩阵元

〈
φ
(0)
i

∣∣∣Ŵ
∣∣∣φ(0)

k

〉

并没有非常迅速地减少来保证对各台求和收敛，那么此二级微扰就产生一个发散项，

通常被称作为“紫外发散”。如果在 E
(0)
k 能级附近存在无穷个（或连续的）态函数，

其能量满足 |E(0)
i − E

(0)
k | ∼ 0，那么对这些态函数求和将导致另一类发散项，称作为

“红外发散”。

E(2)
k =

D
�(0)
k

��Ŵ
���(1)

k

E
=

X

i 6=k

���
D
�(0)
i

��Ŵ
���(0)

k

E���
2

E(0)
k � E(0)

i

�(1)
k =

X

i 6=k

D
�(0)
i

��Ŵ
���(0)

k

E

E(0)
k � E(0)

i

����(0)
i

E



⼆二阶修正

E(2)
k =

X

i 6=k

1

E(0)
k � E(0)

i

D
�(0)
k

��Ŵ
���(0)

i

ED
�(0)
i

��Ŵ
���(0)

k

E

基态的⼆二级能量量修正总是负值，

E(2)
k =

D
�(0)
k

��Ŵ
���(1)

k

E
=

X

i 6=k

���
D
�(0)
i

��Ŵ
���(0)

k

E���
2

E(0)
k � E(0)

i

⼆二级能量量修正依赖于    的除      之外的全部本征函数Ĥ0 �(0)
k



⼆二阶修正

E(2)
k =

X

i 6=k

1

E(0)
k � E(0)

i

D
�(0)
k

��Ŵ
���(0)

i

ED
�(0)
i

��Ŵ
���(0)

k

E

⾮非相对论量量⼦子⼒力力学中，波函数中包含了了物理理体系的完整信息，
此处提及的虚粒⼦子仅仅是为了了便便于理理解问题。

Ŵ

E0
i

E0
k

虚粒⼦子

能动量量守恒

E(0)
i � E(0)

k

⼆二级能量量修正依赖于     的除      之外的全部本征函数Ĥ0 �(0)
k



微扰贡献为零
微扰项将不不同能级的态联系起来。

D
 (0)
a

��Ŵ
�� (0)

i

E ��� (0)
i

E ��� (0)
a

EŴ

当W为常数时，
D
 (0)
a

��Ŵ
�� (0)

i

E
= 0 i 6= a

虽然特殊的W⼤大⼩小可以满⾜足能量量守恒，
但⽆无法跃迁



微扰收敛性
微扰论成⽴立要求：

微扰伦成⽴立还要求：
     各级能量量修正对于各态求和是收敛的，但通常很难证明它。

微扰论假设：
      ⾸首先微扰项⾜足够⼩小，其次微扰项的修正效应也是微扰项同级别，
      从⽽而使得我们可以逐级叠加逼近真实的能量量值

������

D
�(0)
i

��Ŵ
���(0)

k

E

E(0)
i � E(0)

k

������
⌧ 1

否则，微扰贡献可以改变整个物理理图像。

微扰矩阵元远⼩小于相应两能级之差



三阶微扰的能量量修正

Ŵ

E(0)
i

E(0)
j

E(0)
k

Ŵ
Ŵ

�Wkk

X

i

0 |Wki|2

(E(0)
k � E(0)

i )2

Ŵ

E(0)
i

E(0)
k

Wij ⌘
D
�(0)
i

��Ŵ
���(0)

j

E

E(3)
k =

X

i

0
X

j

0 WkiWijWjk

(E(0)
k � E(0)

i )(E(0)
k � E(0)

j )



示例例1：两能级系统
设⼀一个两能级系统的⾮非微扰能量量本征值为      和      ， 
其本征函数分别为     和     。考虑⼆二级修正后，
两个能级的能量量为

E(0)
1 E(0)

2

|1i |2i

�E1 =
D
1
��Ŵ

��1
E
+

���
D
2
��Ŵ

��1
E���

2

E(0)
1 � E(0)

2

,

�E2 =
D
2
��Ŵ

��2
E
�

���
D
1
��Ŵ

��2
E���

2

E(0)
1 � E(0)

2

⼆二级微扰贡献对这两个能级的能量量修正相等，符号相反，
通常⼈人们称之为“能级排斥”



示例例2：Stark效应
当位于基态的氢原⼦子被置放于外电场中，电⼦子云和质⼦子将在电场作⽤用
下形成电偶极矩，从⽽而降低总能量量。

�E = e{�(~rP )� �(~re)} ' e~r · ~E ~r = ~re � ~P

氢原⼦子中电场场强~ 5x1011Vm-1，所以外电场效应可以⽤用微扰处理理。

选取外电场⽅方位沿着z轴，

Ŵ = eEz = eEr cos ✓

令氢原⼦子能级和本征函数为 En = Enlm = � 1

n2

氢原⼦子基态能量量的⼀一阶微扰修正为

E(1)
1 =

⌦
100

��eEz
��100

↵

|100i ⌘  100(r) =

✓
1

⇡a30

◆1/2

e�r/a0

=0
正负z贡献相同，
但符号相反



⼆二阶修正
E(2)

1 =
X

n 6=1,`,m

|
⌦
n`m

��eEz
��100

↵
|2

E(0)
1 � E(0)

n

eEz是球谐⽮矢量量的m=0分量量，因此       才有不不为零的矩阵元  |n10i

|E1 � En| � |E1 � E2|

E(2)
1 =

X

n 6=1

|
⌦
n10

��eEz
��100

↵
|2

E(0)
1 � E(0)

n

Wigner-Eckart定理理

=
1

E2 � E1

X

n,`,m

|
⌦
n`m

��eEz
��100

↵
|2

���E(2)
1

��� <
1

E2 � E1

X

n 6=1

|
⌦
n10

��eEz
��100

↵
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1

E2 � E1

X

n 6=1,`,m

|
⌦
n`m

��eEz
��100

↵
|2

=
1

E2 � E1

X
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⌦
100

��eEz
��n`m
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��eEz
��100

↵

=
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E2 � E1

⌦
100

��(eEz)2
��100

↵ ⌦
100

��z2
��100

↵
= a20

E(0)
1 = 4E2 = � e2

2a0=
8

3
E2a30



E(2)
1 =

X

n 6=1

|
⌦
n10

��eEz
��100

↵
|2

E(0)
1 � E(0)

n

���E(2)
1

��� <
8

3
E2a30

因为对基态能量量的⼆二阶修正总是负值，所以        中第⼀一项
给出了了         ⼤大⼩小的下限

E(2)
1

E(2)
1

���E(2)
1

��� >
��⌦210

��eEz
��100

↵��2

E1 � E2
' 0.55⇥ 8

3
E2a30

详细计算给出
���E(2)

1

��� =
9

4
E2a30

( Shankar或Sakurai )

或者，整个问题也可以采⽤用抛物线坐标系严格求解。

⼆二阶修正



⼀一般性的微扰论



微扰论⼩小结

Ĥ� = Ĥ0 + �Ŵ

Ĥ0

���n(0)
E
= E

(0)
n

���n(0)
E D

n(0)
���n(0)

E
= 1
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+ · · ·
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我们约定             是实数hn(0)
��ni

D
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E
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D
n(j)

���n(0)
E

D
n(1)
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微扰论的精神是“逐级逼近”，求解各级微扰的贡献是迭代
过程，例例如第j级微扰贡献要依赖于第j-1级微扰贡献。

⇣
Ĥ0 � E

(0)
n

⌘ ���n(j)
E
= �Ŵ

���n(j�1)
E
+

jX

k=1

E
(k)
n

���n(j�k)
E

a) 对第n能级能量量的j级微扰修正 

我们⽤用         标积    的系数⽅方程可得
D
n(0)

��� �j

E(j)
n =

D
n(0)

��Ŵ
��n(j�1)

E
�

j�1X

k=1

E(k)
n

D
n(0)

���n(j�k)
E

等式右边各式的级数都⼩小于j，我们求解j级修正
之前已经得到它们的具体信息



微扰论的精神是“逐级逼近”，求解各级微扰的贡献是迭代
过程，例例如第j级微扰贡献要依赖于第j-1级微扰贡献。
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E
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b) 对第n能级波函数的j级微扰修正 

当          时，我们⽤用         标积    的系数⽅方程可得�j

���n(j)
E
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D
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m 6= n

第j级波函数修正在第m个⾮非微扰本征⽮矢⽅方向上的投影



微扰论的精神是“逐级逼近”，求解各级微扰的贡献是迭代
过程，例例如第j级微扰贡献要依赖于第j-1级微扰贡献。
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Ĥ0 � E

(0)
n

⌘ ���n(j)
E
= �Ŵ
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c) m=n时，确定                 分量量 
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= 0归⼀一化条件



4)  从j=1开始，采⽤用上述的1-2-3步来迭代求解
     各级微扰修正直到得到所需的精度为⽌止
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⼀一阶微扰
ĜRyfRNĜ 第 Ry 章 定态微扰论

下面我们利用上面的公式推导第一级和第二级微扰修正的贡献。为简化公式，我

们引入如下符号：

Wmn ≡
〈
m(0)

∣∣∣Ŵ
∣∣∣n(0)

〉
, Emn ≡ E

(0)
m −E(0)

n . URyXkXR3V

第一级和第二级微扰修正的贡献如下：

Ç 第一级微扰修正
取 j = 1，公式（RyXkXRk@RyXkXR8）给出对第 n 个能级的微扰修正为

E
(1)
n = Vnn

a
(1)
m =

〈
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∣∣∣∣n(1)
〉
= −Wmn
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Ç 第二级微扰修正
取 j = 2，将第一级微扰结果代入到公式（RyXkXRk@RyXkXR8）可得

E
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〈
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〉
. URyXkXkkV

能量本征值和本征函数为
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∑
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+O(λ3), URyXkXkjV

和
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ĜRyfRNĜ 第 Ry 章 定态微扰论

下面我们利用上面的公式推导第一级和第二级微扰修正的贡献。为简化公式，我

们引入如下符号：

Wmn ≡
〈
m(0)

∣∣∣Ŵ
∣∣∣n(0)

〉
, Emn ≡ E

(0)
m −E(0)

n . URyXkXR3V

第一级和第二级微扰修正的贡献如下：

Ç 第一级微扰修正
取 j = 1，公式（RyXkXRk@RyXkXR8）给出对第 n 个能级的微扰修正为

E
(1)
n = Vnn

a
(1)
m =

〈
m(0)

∣∣∣∣n(1)
〉
= −Wmn

Emn

a
(1)
n =

〈
n(0)

∣∣∣∣n(1)
〉
= 0, URyXkXRNV

因为

j = 1 :
〈
n(1)

∣∣∣∣n(0)
〉
+

〈
n(0)

∣∣∣∣n(1)
〉
= 0. URyXkXkyV

Ç 第二级微扰修正
取 j = 2，将第一级微扰结果代入到公式（RyXkXRk@RyXkXR8）可得

E
(2)
n =

〈
n(0)

∣∣∣Ŵ
∣∣∣n(1)

〉
= −

∑

m!0

|Wmn|2
Emn

,

a
(2)
m =

〈
m(0)

∣∣∣∣n(2)
〉
= −

〈
m(0)

∣∣∣Ŵ
∣∣∣n(1)

〉

Emn
−WnnWmn

E2
mn

=
∑

m′!n

Wmm′Wm′n

EmnEm′n
−WmnWnn

E2
mn

a
(2)
n =

〈
n(0)

∣∣∣∣n(2)
〉
= −1

2

〈
n(1)

∣∣∣∣n(1)
〉
= −1

2

∑

m!n

|Wmn|2
E2
mn

, URyXkXkRV

因为

j = 2 :
〈
n(2)

∣∣∣∣n(0)
〉
+

〈
n(1)

∣∣∣∣n(1)
〉
+

〈
n(0)

∣∣∣∣n(2)
〉
= 0.

相位约定要求
〈
n(0)

∣∣∣∣n(1)
〉
=

〈
n(1)

∣∣∣∣n(0)
〉
. URyXkXkkV

能量本征值和本征函数为

En = E
(0)
n +λWnn −λ2

∑

m!n

|Wmn|2
Emn

+O(λ3), URyXkXkjV

和

|n⟩ =
∣∣∣∣n(0)

〉⎡⎢⎢⎢⎢⎣1−
λ2

2

∑

m!n

|Wmn|2
E2
mn

+O(λ3)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

+
∑

m!n

∣∣∣∣m(0)
〉
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣−λ

Wmn

Emn
+λ2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∑

m′!n

Wmm′Wm′n

Emn −Em′n
−WmnWnn

E2
mn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .URyXkXk9V

ĜRyfRNĜ 第 Ry 章 定态微扰论

下面我们利用上面的公式推导第一级和第二级微扰修正的贡献。为简化公式，我

们引入如下符号：

Wmn ≡
〈
m(0)

∣∣∣Ŵ
∣∣∣n(0)

〉
, Emn ≡ E

(0)
m −E(0)

n . URyXkXR3V

第一级和第二级微扰修正的贡献如下：

Ç 第一级微扰修正
取 j = 1，公式（RyXkXRk@RyXkXR8）给出对第 n 个能级的微扰修正为

E
(1)
n = Vnn

a
(1)
m =

〈
m(0)

∣∣∣∣n(1)
〉
= −Wmn

Emn

a
(1)
n =

〈
n(0)

∣∣∣∣n(1)
〉
= 0, URyXkXRNV

因为

j = 1 :
〈
n(1)

∣∣∣∣n(0)
〉
+

〈
n(0)

∣∣∣∣n(1)
〉
= 0. URyXkXkyV

Ç 第二级微扰修正
取 j = 2，将第一级微扰结果代入到公式（RyXkXRk@RyXkXR8）可得

E
(2)
n =

〈
n(0)

∣∣∣Ŵ
∣∣∣n(1)

〉
= −

∑

m!0

|Wmn|2
Emn

,

a
(2)
m =

〈
m(0)

∣∣∣∣n(2)
〉
= −

〈
m(0)

∣∣∣Ŵ
∣∣∣n(1)

〉

Emn
−WnnWmn

E2
mn

=
∑

m′!n

Wmm′Wm′n

EmnEm′n
−WmnWnn

E2
mn

a
(2)
n =

〈
n(0)

∣∣∣∣n(2)
〉
= −1

2

〈
n(1)

∣∣∣∣n(1)
〉
= −1

2

∑

m!n

|Wmn|2
E2
mn

, URyXkXkRV

因为

j = 2 :
〈
n(2)

∣∣∣∣n(0)
〉
+

〈
n(1)

∣∣∣∣n(1)
〉
+

〈
n(0)

∣∣∣∣n(2)
〉
= 0.

相位约定要求
〈
n(0)

∣∣∣∣n(1)
〉
=

〈
n(1)

∣∣∣∣n(0)
〉
. URyXkXkkV

能量本征值和本征函数为

En = E
(0)
n +λWnn −λ2

∑

m!n

|Wmn|2
Emn

+O(λ3), URyXkXkjV

和

|n⟩ =
∣∣∣∣n(0)

〉⎡⎢⎢⎢⎢⎣1−
λ2

2

∑

m!n

|Wmn|2
E2
mn

+O(λ3)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

+
∑

m!n

∣∣∣∣m(0)
〉
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣−λ

Wmn

Emn
+λ2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∑

m′!n

Wmm′Wm′n

Emn −Em′n
−WmnWnn

E2
mn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .URyXkXk9V



⼆二阶微扰

ĜRyfRNĜ 第 Ry 章 定态微扰论

下面我们利用上面的公式推导第一级和第二级微扰修正的贡献。为简化公式，我

们引入如下符号：

Wmn ≡
〈
m(0)

∣∣∣Ŵ
∣∣∣n(0)

〉
, Emn ≡ E

(0)
m −E(0)

n . URyXkXR3V

第一级和第二级微扰修正的贡献如下：

Ç 第一级微扰修正
取 j = 1，公式（RyXkXRk@RyXkXR8）给出对第 n 个能级的微扰修正为

E
(1)
n = Vnn

a
(1)
m =

〈
m(0)

∣∣∣∣n(1)
〉
= −Wmn

Emn

a
(1)
n =

〈
n(0)

∣∣∣∣n(1)
〉
= 0, URyXkXRNV

因为

j = 1 :
〈
n(1)

∣∣∣∣n(0)
〉
+

〈
n(0)

∣∣∣∣n(1)
〉
= 0. URyXkXkyV

Ç 第二级微扰修正
取 j = 2，将第一级微扰结果代入到公式（RyXkXRk@RyXkXR8）可得

E
(2)
n =

〈
n(0)

∣∣∣Ŵ
∣∣∣n(1)

〉
= −

∑

m!0

|Wmn|2
Emn

,

a
(2)
m =

〈
m(0)

∣∣∣∣n(2)
〉
= −

〈
m(0)

∣∣∣Ŵ
∣∣∣n(1)

〉

Emn
−WnnWmn

E2
mn

=
∑

m′!n

Wmm′Wm′n

EmnEm′n
−WmnWnn

E2
mn

a
(2)
n =

〈
n(0)

∣∣∣∣n(2)
〉
= −1

2

〈
n(1)

∣∣∣∣n(1)
〉
= −1

2

∑

m!n

|Wmn|2
E2
mn

, URyXkXkRV

因为

j = 2 :
〈
n(2)

∣∣∣∣n(0)
〉
+

〈
n(1)

∣∣∣∣n(1)
〉
+

〈
n(0)

∣∣∣∣n(2)
〉
= 0.

相位约定要求
〈
n(0)

∣∣∣∣n(1)
〉
=

〈
n(1)

∣∣∣∣n(0)
〉
. URyXkXkkV

能量本征值和本征函数为

En = E
(0)
n +λWnn −λ2

∑

m!n

|Wmn|2
Emn

+O(λ3), URyXkXkjV

和

|n⟩ =
∣∣∣∣n(0)

〉⎡⎢⎢⎢⎢⎣1−
λ2

2

∑

m!n

|Wmn|2
E2
mn

+O(λ3)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

+
∑

m!n

∣∣∣∣m(0)
〉
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣−λ

Wmn

Emn
+λ2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∑

m′!n

Wmm′Wm′n

Emn −Em′n
−WmnWnn

E2
mn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .URyXkXk9V

ĜRyfRNĜ 第 Ry 章 定态微扰论

下面我们利用上面的公式推导第一级和第二级微扰修正的贡献。为简化公式，我

们引入如下符号：

Wmn ≡
〈
m(0)

∣∣∣Ŵ
∣∣∣n(0)

〉
, Emn ≡ E

(0)
m −E(0)

n . URyXkXR3V

第一级和第二级微扰修正的贡献如下：

Ç 第一级微扰修正
取 j = 1，公式（RyXkXRk@RyXkXR8）给出对第 n 个能级的微扰修正为

E
(1)
n = Vnn

a
(1)
m =

〈
m(0)

∣∣∣∣n(1)
〉
= −Wmn

Emn

a
(1)
n =

〈
n(0)

∣∣∣∣n(1)
〉
= 0, URyXkXRNV

因为

j = 1 :
〈
n(1)

∣∣∣∣n(0)
〉
+

〈
n(0)

∣∣∣∣n(1)
〉
= 0. URyXkXkyV

Ç 第二级微扰修正
取 j = 2，将第一级微扰结果代入到公式（RyXkXRk@RyXkXR8）可得

E
(2)
n =

〈
n(0)

∣∣∣Ŵ
∣∣∣n(1)

〉
= −

∑

m!0

|Wmn|2
Emn

,

a
(2)
m =

〈
m(0)

∣∣∣∣n(2)
〉
= −

〈
m(0)

∣∣∣Ŵ
∣∣∣n(1)

〉

Emn
−WnnWmn

E2
mn

=
∑

m′!n

Wmm′Wm′n

EmnEm′n
−WmnWnn

E2
mn

a
(2)
n =

〈
n(0)

∣∣∣∣n(2)
〉
= −1

2

〈
n(1)

∣∣∣∣n(1)
〉
= −1

2

∑

m!n

|Wmn|2
E2
mn

, URyXkXkRV

因为

j = 2 :
〈
n(2)

∣∣∣∣n(0)
〉
+

〈
n(1)

∣∣∣∣n(1)
〉
+

〈
n(0)

∣∣∣∣n(2)
〉
= 0.

相位约定要求
〈
n(0)

∣∣∣∣n(1)
〉
=

〈
n(1)

∣∣∣∣n(0)
〉
. URyXkXkkV

能量本征值和本征函数为

En = E
(0)
n +λWnn −λ2

∑

m!n

|Wmn|2
Emn

+O(λ3), URyXkXkjV

和

|n⟩ =
∣∣∣∣n(0)

〉⎡⎢⎢⎢⎢⎣1−
λ2

2

∑

m!n

|Wmn|2
E2
mn

+O(λ3)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

+
∑

m!n

∣∣∣∣m(0)
〉
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣−λ

Wmn

Emn
+λ2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∑

m′!n

Wmm′Wm′n

Emn −Em′n
−WmnWnn

E2
mn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .URyXkXk9V

RyXj 简并微扰论 ĜRRfRNĜ

忽略 O(λ3) 项的贡献并令 λ = 1，我们得到包含二级微扰修正的能量本征值和

波函数如下：

En ≈ E
(0)
n +Wnn −

∑

m!n

|Wmn|2
Emn

,

|n⟩ ≈
∣∣∣∣n(0)

〉⎡⎢⎢⎢⎢⎣1−
1
2

∑

m!n

|Wmn|2
E2
mn

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

+
∑

m!n

∣∣∣∣m(0)
〉
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣−

Wmn

Emn
+

∑

m′!n

Wmm′Wm′n

EmnEm′n
−WmnWnn

E2
mn

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . URyXkXk8V

RyXj 简并微扰论

在 Ĥ0 不存在简并时，只要微扰项足够小使得微扰贡献远小于未受微扰时两能级

间距，从而保证微扰展开的序列收敛就可以了。但当体系存在简并时，首先我们也无

法确定微扰初态处于哪一个简并态上；其次使用非简并微扰方法来处理简并态之间的

微扰贡献会得到无穷大修正的怪异结论，

δE ∼ Wnm

E
(0)
n −E(0)

m

∼ 有限
0

. URyXjXRV

下面我们以二维各项同性谐振子为例说明此问题。体系未受微扰时的哈密顿算符是

Ĥ0 =
p2x + p2y
2m

+ V̂ (x,y) =
p2x + p2y
2m

+
1
2
mω2

(
x2+ y2

)
. URyXjXkV

一维谐振子的本征函数为

|0⟩ =
(mω
πh̄

)1/4
e−η

2/2,

|1⟩ =
(mω
πh̄

)1/4√
2ηe−η

2/2, URyXjXjV

其中 η =

√
mω
h̄

x。二维谐振子的基态能量和本征函数为

E0 = h̄ω, |0,0⟩=
√

mω
πh̄

e−(ξ
2+η2)/2. URyXjX9V

第一激发态能量为 E1 = 2h̄ω，其本征函数是二重简并，

|1,0⟩=
√

mω
πh̄

√
2ηe−(ξ

2+η2)/2,

|0,1⟩=
√

mω
πh̄

√
2ξe−(ξ

2+η2)/2, URyXjX8V

(1+2)阶
微扰贡献



简并微扰论


