
含时微扰论



含时微扰问题
Ĥ = Ĥ0 + V̂ (t)

未受微扰
有精确定态解

0  t  ⌧

时间间隔之内
的微扰作⽤用

Ĥ0 |ni = En |ni

|n(t)i = e�i
Ent
~ |ni

导致体系能量量
不不守恒

⽆无法讨论能量量修正

当微扰不不⼤大时，体系在H0的各个本征态之间跃迁



问：如果体系初始时刻处于H0的本征态     中，含时微扰项作⽤用后，
       体系处于H0的另⼀一个本征态     的⼏几率是多少？

|ii
|fi

当 V=0 时，

| (t)i =
X

n

Cne
�i

Ent
~ |ni Cn与时间⽆无关

当V(t)显含时间时，Cn是时间的函数，此时 t 时刻波函数

| (t)i =
X

n

Cn(t)e
�i

Ent
~ |ni

体系波函数在H0表象的表示

体系波函数满⾜足薛定谔⽅方程

i~ @
@t

| (t)i = Ĥ(t) | (t)i

Ĥ0 |ni = En |ni



这实质上是相互作⽤用绘景中的薛定谔⽅方程

| (t)i =
X

n

Cn(t)e
�i

Ent
~ |ni i~ @

@t
| (t)i = Ĥ(t) | (t)i

i~ @

@t

X

n

Cn(t)e
�i

Ent
~ |ni =

⇣
Ĥ0 + V̂ (t)

⌘X

n

Cn(t)e
�i

Ent
~ |ni

i~
X

n

Ċn(t)e
�i

Ent
~ |ni+

X

n

Cn(t)Ene
�i

Ent
~ |ni

=
X

n

Cn(t)Ene
�i

Ent
~ |ni+ V̂ (t)

X

n

Cn(t)e
�i

Ent
~ |ni

i~
X

n

Ċn(t)e
�i

Ent
~ |ni = V̂ (t)

X

n

Cn(t)e
�i

Ent
~ |ni

代⼊入



i~
X

n

Ċn(t)e
�i

Ent
~ |ni = V̂ (t)

X

n

Cn(t)e
�i

Ent
~ |ni

⽤用              标积上式hm| ei
Emt
~

i~
X

n

Ċn(t)e
i(Em�En)t

~ hm |ni| {z }
�mn

=
X

n

D
m
��V̂ (t)

��n
E
Cn(t)e

i(Em�En)t
~

i~Ċm(t) =
X

n

D
m
��V̂ (t)

��n
E
Cn(t)e

i(Em�En)t
~

i~Ċm(t) =
X

n

Vmne
i!mntCn(t)

!mn =
Em � En

~
Vmn =

D
m
��V̂ (t)

��n
E



矩阵形式

求解这组耦合⽅方程就可以得到         系数，也就可以得
到在任意时刻发现体系处于     特定状态的⼏几率。

Cn(t)

|ni
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这实质上是相互作用绘景中的薛定谔方程。用 ⟨m|ei
Emt
h̄ 标积上式，

i h̄
∑

n

Ċn(t)e
i(Em−En)t

h̄ ⟨m |n⟩
︸︷︷︸
δmn

=
∑

n

〈
m
∣∣∣V̂ (t)

∣∣∣n
〉
Cn(t)e

i(Em−En)t
h̄

=⇒ i h̄Ċm(t) =
∑

n

〈
m
∣∣∣V̂ (t)

∣∣∣n
〉
Cn(t)e

i(Em−En)t
h̄

=⇒ i h̄Ċm(t) =
∑

n

Vmne
iωmntCn(t), URRXyXdV

其中

ωmn =
Em −En

h̄
, Vmn =

〈
m
∣∣∣V̂ (t)

∣∣∣n
〉
. URRXyX3V

将上式写作为矩阵形式

i h̄

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ċ1

Ċ2

Ċ3
...
...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

V11 V12eiω12t V13eiω13t · · · · · ·
V21eiω21t V22 V23eiω23t · · · · · ·
V31eiω31t V32eiω32t V33 · · · · · ·

...
...

...
...

...
...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

C1

C2

C3
...
...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. URRXyXNV

求解这组耦合方程就可以得到 Cn(t) 系数，也就可以得到在任意时刻发现体系处于

|n⟩ 特定状态的几率。
对于一般性的 V̂ (t)，求解上述方程是非常困难的。但当 V ≪ Ĥ0 时 Cn(t) 随时

间变化缓慢，体系仍然有很大几率停留在原来状态，此时就可以用微扰论逐级逼近来

近似求解。按照微扰论精神，设

Cm = C
(0)
m +λC

(1)
m +λ2C

(2)
m + · · · , URRXyXRyV

代入到薛定谔方程中可得

i h̄
d
dt

C
(0)
m = 0 ,

i h̄
d
dt

C
(1)
m =

∑

n

Vmne
iωmntC

(0)
n ,

i h̄
d
dt

C
(2)
m =

∑

n

Vmne
iωmntC

(1)
n ,

... URRXyXRRV

我们关心的问题是初始时刻处于 |i⟩ 的系统在 t 时刻时系统处于 |f 〉 的几率

Cf i ≡ Cf←i =
〈
i(t = 0)

∣∣∣f (t)
〉
. URRXyXRkV

对于⼀一般性的       ，求解上述⽅方程是⾮非常困难的。但当            
            时        随时间变化缓慢，体系仍然有很⼤大⼏几率停留留
在原来状态，此时就可以⽤用微扰论逐级逼近来近似求解。

V̂ (t)

V ⌧ Ĥ0 Cn(t)



按照微扰论精神，设

Cm = C(0)
m + �C(1)

m + �2C(2)
m + · · ·

代⼊入到薛定谔⽅方程中可得

i~Ċm(t) =
X

n

Vmne
i!mntCn(t)

i~ d

dt
C(0)

m = 0

i~ d

dt
C(1)

m =
X

n

Vmne
i!mntC(0)

n

i~ d

dt
C(2)

m =
X

n

Vmne
i!mntC(1)

n

...



⾸首先考虑零阶近似（V=0）

Ċf (t) = 0 C(0)
fi (t) = �fi

将       代⼊入到⼀一级系数⽅方程中C(0)
fi

i~ d

dt
C(1)

fi = Vfie
i!fit C(1)

fi =
1

i~

Z t

0
Vfi(t

0)ei!fit
0
dt0

⼏几率幅

t时刻发现系统处于     的⼏几率|fi

初始时刻处于    的系统在 t 时刻时系统处于     的⼏几率?|ii |fi

Cfi ⌘ Cf i = hi(t = 0) |f(t)i

微扰论成⽴立条件是

|Pfi(t)| ⌧ 1Pfi(t) =
��Cfi(t)

��2 =
���fi + C(1)

fi + · · ·
��2



第0级近似

C(0)
fi (t) = �fi

C(1)
fi =

1

i~

Z t

0
Vfi(t

0)ei!fit
0
dt0

第1级近似

第k级近似

C(k)
fi =

✓
� i

~

◆k X

n1n2···nk�1

Z t

0
dtk

Z tk

0
dtk�1 · · ·

Z t2

0
dt1Vfnk�1(tk)e

i!fnk�1
tk

Vnk�1nk�2(tk�1)e
i!nk�1nk�2

tk�1 · · ·Vn1i(t1)e
i!n1it1

i~ d

dt
C(1)

fi = Vfie
i!fit



相互作⽤用绘景和
戴森序列列 (Dyson Series)



薛定谔绘景

|�ki

|�ji

| (t0)i

| (t)i

薛定谔绘景

| (t)i = Û(t, t0) | (t0)i = e�i
Ĥ(t�t0)

~ | (t0)i

波函数随时间演化⽽而算符是不不随时间变化

Û †(t, t0)Û(t, t0) = Î

Û(t, t) = Î

Û(t1, t2)Û(t2, t3) = Û(t1, t3)



海海森堡绘景

|�k(t0)i

|�k(t)i

|�j(t)i |�j(t0)i

| (t)i = | (t0)i

波函数不不随时间变化⽽而算符随时间变化

d | (t)i
H

dt
= 0

⼒力力学量量算符

ÂH(t) = Û†(t)ÂÛ(t) = ei
Ĥt

~ Âe�i
Ĥt

~

dÂH

dt
=

1

i~

h
ÂH , Ĥ

i
海海森堡运动⽅方程

| (t)i
H

= Û†(t) | (t)i
S
= | (0)i

S
= ei

Ĥt

~ | (t)i
S



薛定谔绘景和海海森堡绘景

⼒力力学量量算符平均值相等

D
 (t)

��Â
�� (t)

E

S

=

⌧
 (0)

��ei
Ĥt

~ Âe�i
Ĥt

~
�� | (0)i

�

=
D
 (0)

��ÂH

�� (0)
E

H



相互作⽤用绘景（狄拉克绘景）
描述哈密顿算符是随时间变化的物理理体系

波函数和算符都随时间变化

波函数定义为

| (t)i
I
= ei

Ĥ0t

~ | (t)i
S

t = 0 | (0)i
I
= | (0)i

S
= | (0)i

H

Ĥ = Ĥ0 + V̂ (t)

时



相互作⽤用绘景中波函数随时间演化关系

| (t)i
I
= ei

Ĥ0t

~ | (t)i
S

相互作⽤用绘景
的薛定谔⽅方程

i~ d

dt
| (t)i

I
= �Ĥ0e

i
Ĥ0t

~ | (t)i
S
+ e

i
Ĥ0t

~
✓
i~ d

dt
| (t)i

S

◆

= �Ĥ0 | (t)iI + e
i
Ĥ0t

~ Ĥ | (t)i
S

= �Ĥ0 | (t)iI + e
i
Ĥ0t

~ (Ĥ0 + V̂ ) | (t)i
S

= �Ĥ0 | (t)iI + Ĥ0 e
i
Ĥ0t

~ | (t)i
S| {z }

| (t)iI

+ e
i
Ĥ0t

~ V̂ (t)e�i
Ĥ0t

~
| {z }

V̂I(t)

e
i
Ĥ0t

~ | (t)i
S| {z }

| (t)iI

i~ d

dt
| (t)i

I
= V̂I(t) | (t)iI

V̂I(t) = ei
Ĥ0t

~ V̂ (t)e�i
Ĥ0t

~



相互作⽤用绘景中算符
ÂI = ei

Ĥ0t

~ Âe�i
Ĥ0t

~

满⾜足如下的运动⽅方程

d

dt
ÂI(t) =

1

i~

h
ÂI(t), Ĥ0

i

RRXR 相互作用表象和 .vbQM a2`B2`b Ĝ8fRjĜ

所以我们得到相互作用绘景中的薛定谔方程

i h̄
d
dt

∣∣∣ψ(t)
〉
I

= V̂I (t)
∣∣∣ψ(t)

〉
I
,

V̂I (t) = ei
Ĥ0t
h̄ V̂ (t)e−i

Ĥ0t
h̄ , URRXRXRRV

态矢量
∣∣∣ψ(t)

〉
I
随时间变化行为完全由 V̂I 决定。相互作用绘景中算符定义为

ÂI = ei
Ĥ0t
h̄ Âe−i

Ĥ0t
h̄ , URRXRXRkV

满足如下的运动方程

d
dt

ÂI (t) =
1
i h̄

[
ÂI (t),Ĥ0

]
. URRXRXRjV

表格（RRXR）总结了三种绘景的不同之处。

表 RRXR, 薛定谔绘景、海森堡绘景和相互作用绘景比较

态矢量 算符

薛定谔绘景 演化由 Ĥ 决定 没有变化

海森堡绘景 没有变化 演化由 Ĥ 决定

相互作用绘景 演化由 V̂I 决定 演化由 Ĥ0

相互作用绘景中波函数随时间演化的性质也是由时间演化算符描述。在薛定谔绘

景中

∣∣∣ψ(t)
〉
S
= Û(t, ti)

∣∣∣ψ(ti)
〉
S
, URRXRXR9V

相互作用绘景中

∣∣∣ψ(t)
〉
I

= ei
Ĥ0t
h̄

∣∣∣ψ(t)
〉
S
= ei

Ĥ0t
h̄ Û(t, ti)

∣∣∣ψ(ti)
〉
S

= ei
Ĥ0t
h̄ Û(t, ti)e

−i Ĥ0ti
h̄

︸!!!!!!!!!!!!!!!!!!︷︷!!!!!!!!!!!!!!!!!!︸
ÛI (t,ti )

ei
Ĥ0ti
h̄

∣∣∣ψ(ti)
〉
S︸!!!!!!!!!!!︷︷!!!!!!!!!!!︸

|ψ(t1)⟩I

, URRXRXR8V

代入到相互作用绘景中的薛定谔方程中可得

i h̄
d
dt

ÛI (t, ti) = V̂I (t)ÛI (t, ti). URRXRXReV

从中可得如下的积分方程

ÛI (t, ti) = 1− i
h̄

∫ t

ti

V̂I (t
′)ÛI (t

′, ti)dt′. URRXRXRdV



相互作⽤用绘景中时间演化算符
在薛定谔绘景中

| (t)iS = Û(t, ti) | (ti)iS

相互作⽤用绘景中

| (t)i
I

= ei
Ĥ0t

~ | (t)i
S
= ei

Ĥ0t

~ Û(t, ti) | (ti)iS

= ei
Ĥ0t

~ Û(t, ti)e
�i

Ĥ0ti
~

| {z }
ÛI(t,ti)

ei
Ĥ0ti
~ | (ti)iS| {z }
| (ti)iI

| (t)iI = ÛI(t, ti) | (ti)iI



i~ d

dt
| (t)iI = V̂I(t) | (t)iI

ÛI(t, ti) = 1� i

~

Z t

ti

V̂I(t
0)ÛI(t

0, ti)dt
0

i~ d

dt
ÛI(t, ti) = V̂I(t)ÛI(t, ti)

| (t)iI = ÛI(t, ti) | (ti)iI

当   ⾜足够微弱时，我们可⽤用微扰展开⽅方法
逐级求解此积分⽅方程的近似解

V̂I



考虑第⼀一级近似，因为

ÛI(t, ti) = 1� i

~

Z t

ti

V̂I(t
0)ÛI(t

0, ti)dt
0

可得
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从中可得如下的积分方程

ÛI (t, ti) = 1− i
h̄

∫ t

ti

V̂I (t
′)ÛI (t

′, ti)dt′. URRXRXR3V

当 V̂I 足够微弱时，我们可用微扰展开方法逐级求解此积分方程的近似解。首先考虑

第一级近似，

Û(t′, ti) = 1, URRXRXRNV

可得

Û (1)(t, ti) = 1− i
h̄

∫ t

ti

V̂i(t
′)dt′. URRXRXkyV

将 Û (1)(t′, ti) 代入到积分方程右方可得二级近似

Û (2)(t, ti) = 1− i
h̄

∫ t

ti

V̂I (t
′)dt′ +

(
− i
h̄

)2∫ t

ti

V̂I (t1)dt1

∫ t1

ti

V̂I (t2)dt2. URRXRXkRV

以此类推可得著名的 Dyson Series R：

ÛI (t, ti) = 1− i
h̄

∫ t

ti

V̂I (t
′)dt′

+
(
− i
h̄

)2∫ t

ti

V̂I (t1)dt1

∫ t1

ti

V̂I (t2)dt2

+ · · ·
+

(
− i
h̄

)n∫ t

ti

V̂I (t1)dt1

∫ t1

ti

V̂I (t2)dt2 · · ·
∫ tn−1

ti

V̂I (tn)dtn

+ · · · URRXRXkkV

!
戴森（6`22K�M .vbQM）早年在剑桥大学追随著名的数学家 :X>X哈代研究数学，RN98
年获得数学系的学士学位后，于 RN9d 年到美国康奈尔大学跟随汉斯·贝特和理查德·
费曼学习。他证明了施温格和朝永振一郎发展的变分法方法和费曼的路径积分法的等

价性，为量子电动力学的建立做出了决定性的贡献。RN9N 年戴森提出 .vbQM b2`B2b，
这一工作启发 q�`/ 研究并提出 q�`/ 等式。
戴森没有博士学位，但由于他的杰出贡献，康奈尔大学于 RN8R 年聘请戴森为

物理学教授。这在今天是难以想象的。戴森获得很多荣誉学位，其中包括 u2b?Bp�
lMBp2`bBiv URNeeV- lMBp2`bBiv Q7 :H�b;Qr URNd9V- S`BM+2iQM lMBp2`bBiv URNd9V- lMBp2`@
bBiv Q7 uQ`F URN3yV- *Biv lMBp2`bBiv Q7 GQM/QM URN3RV- L2r a+?QQH Q7 aQ+B�H _2b2�`+?

RX 6X CX .vbQM URN9NVX Ǵh?2 a K�i`Bt BM [m�MimK 2H2+i`Q/vM�KB+bǴX S?vbX _2pX d8 URRV, RdjeĜRd88X

Û (0)(t0, ti) = 1

Û (2)(t, ti) = � i

~

Z t

ti

dt2V̂I(t2, ti)U
(1)
I (t2, ti)

=

✓
� i

~

◆2 Z t

ti

dt2V̂I(t2)

Z t2

ti

dt1V̂I(t1)

Û (0+1)(t, ti) = 1� i

~

Z t

ti

V̂i(t
0)dt0



戴森序列列（Dyson Series）
F. J. Dyson (1949). "The S matrix in quantum electrodynamics". 

Phys. Rev. 75 (11): 1736–1755.

ÛI(t, ti) = 1� i

~

Z t

ti

V̂I(t1)dt1

+

✓
� i

~

◆2 Z t

ti

V̂I(t2)dt2

Z t2

ti

V̂I(t1)dt1

+ · · ·

+

✓
� i

~

◆n Z t

ti

V̂I(tn)dtn

Z tn

ti

V̂I(tn�1)dtn�1 · · ·
Z t2

ti

V̂I(t1)dt1

+ · · ·



在微扰V(t)作⽤用下，体系从初始
时刻状态 i 跃迁到末态 f 的概率Pi!f (t) =

���
D
f
��ÛS(t, ti)

��i
E���

2

=

����

⌧
f
��e�i

Ĥ0t

~ ei
Ĥ0t

~ ÛS(t, ti)e
�i

Ĥ0ti
~ ei

Ĥ0ti
~

��i
�����

2

=

����e
�i

Ef t

~
����
2 ����e

i
Eiti
~

����
2 ���
D
f
��ÛI(t, ti)

��i
E���

2

=
���
D
f
��ÛI(t, ti)

��i
E���

2

=

����hf |ii � i

~

Z
t

0

D
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是不不同跃迁振幅叠加所得之和的平⽅方，在同⼀一级微扰展开所
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戴森 (Freeman Dyson)
        早年年在剑桥⼤大学追随著名的数学家G.H. 哈代研究数学，1945年年获得
数学系的学⼠士学位后，于1947年年到美国康奈奈尔⼤大学跟随汉斯·⻉贝特和理理查
德·费曼学习。他证明了了施温格和朝永振⼀一郎发展的变分法⽅方法和费曼的
路路径积分法的等价性，为量量⼦子电动⼒力力学的建⽴立做出了了决定性的贡献。
1949年年戴森提出Dyson series，该⼯工作启发Ward研究并提出Ward等式。

       戴森没有博⼠士学位。但由于他的杰出贡献，康奈奈尔⼤大学于1951年年聘
请戴森为物理理学正教授。这在今天是难以想象的。成名后戴森获得很多
荣誉学位，其中包括
Yeshiva University (1966),          University of Glasgow (1974),     Princeton University (1974), 
University of York (1980),    City University of London (1981),     New School of Social Research (1982), 
Rensselaer Polytechnic (1983),   Susquehanna University (1984),  Depauw University (1987), 
Rider College (1989),                Bates College (1991),                 Haverford College (1991), 
Dartmouth College (1995),        Federal Inst. of Tech. (ETH), Switzerland (1995), 
Scuola Normale Superiore, Pisa, Italy (1996),                               University of Puget Sound (1997), 
Oxford University (1997),         Clarkson University (1998),         Rockefeller University (2001), 
St. Peter's College (2004),         Georgetown University (2005),    University of Michigan (2005), 
University of the Sciences (2011)



量量⼦子电动⼒力力学（QED）
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1)                    很⼤大，
    导致对各态求和不不收敛

2)       能级附近存在许多（或连续的）
     能级满⾜足                     ，
     导致对各态求和不不收敛

（紫外发散）

Ea

|Ei � Ea| ⇠ 0

（红外发散）



重整化
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Bare vertex Radiative correction

e0

e0 e0

Fig. 12.1 The bare vertex represents a basic element in Feynman di-
agrams, at which an electron emits or absorbs a photon. The radiative
correction gives it structure, and contributes to the “anomalous magnetic
moment” of the electron.

e0 e0

Electron propagator
Radiative correction

(Self-energy)

Fig. 12.2 Radiative corrections to the electron propagator describe self-
interaction that contributes to mass renormalization.

interaction occurs at one point, the correction smears it out over a
region.

There are higher order diagrams that will improve the accuracy of
the calculation. When all possible Feynman diagrams are included,
the electron is seen to emit a photon from within a “blob”, which
contains the electron’s structure endowed by QED. Attributes of the
structure include the “anomalous magnetic moment” that we shall
describe later.

12.3. Self-energy

Figure 12.2 shows the “bare” propagator of the electron, which is
represented by a directed line, and is a building block of Feynman
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interaction that contributes to mass renormalization.

interaction occurs at one point, the correction smears it out over a
region.

There are higher order diagrams that will improve the accuracy of
the calculation. When all possible Feynman diagrams are included,
the electron is seen to emit a photon from within a “blob”, which
contains the electron’s structure endowed by QED. Attributes of the
structure include the “anomalous magnetic moment” that we shall
describe later.

12.3. Self-energy

Figure 12.2 shows the “bare” propagator of the electron, which is
represented by a directed line, and is a building block of Feynman

整个30年年代，物理理学界共识是，量量⼦子场论并不不被看好。
它可能有⽤用，但只是权宜之计，需要添加全新的东⻄西才能使它说的通。
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Photon propagator Radiative correction
(Vacuum polarization)

e0 e0

Fig. 12.3 Vacuum polarization: a propagating photon can momentarily
materialize into a virtual electron–positron pair, thus producing charge sep-
aration in the vacuum.

diagrams. Physically it describes the probability amplitude that an
electron created at point A can reach point B.

The radiative correction to the bare propagator involves the emis-
sion and absorption of a virtual photon by an electron. This cor-
responds to self-interaction of the electron. This and higher order
corrections lead to a “full” propagator that describes a “dressed”
electron.

The bare propagator contains the bare mass, a parameter in the
QED Hamiltonian. The radiation corrections yield a “self-energy”
corresponding to a mass correction:

Physical mass = (Bare mass) + (Self-mass).

This formula expresses what is known as mass renormalization.

12.4. Vacuum polarization

Photon self-energy graphs are shown in Fig. 12.3. In the lowest or-
der correction to the unperturbed propagator, the photon creates
a virtual pair from the vacuum, which annihilates, re-emitting the
photon. The momentary charge separation endows the vacuum with
a distribution of induced electric dipole moments, and the process is
called “vacuum polarization”.

The photon mass cannot change, because it is kept at zero by
gauge invariance. The chief effect of vacuum polarization is to alter
the electron’s charge distribution as seen by an external probe. It
leads to charge renormalization, as discussed below.

QED: 微扰展开计算中的⽆无穷⼤大问题



QED重整化
• 20世纪40年年代后期才消除QED理理论中的不不健全之处

Feynman, Schwinger, Tomonaga分别提出重整化思想

1949年年Dyson证明他们三种⽅方案是等价的

1965 Nobel Dyson



例例1：常微扰
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RRXk 常微扰和周期微扰 ĜNfRjĜ

图 RRXR, 当 t 给定时 4sin2(ωt/2)/ω2 和 ω 的依赖关系，其中 ω = (Ef −Ei)/h̄ 并且
假设跃迁末态是连续的。（图形来自 a�Fm`�B 所著的《JQ/2`M Zm�MimK J2+?�MB+b》）。

可以看出，到不同末态的微扰引起的跃迁矩阵元的贡献被跃迁出初末态的能级差压

低，所以跃迁到相差较远能级的几率通常要小。然而当 t→ 0 时，跃迁几率和跃迁起

始状态（ωf i）无关，

lim
t→0

Pi→f (t) =
|Vf i |2

h̄2
t2 URRXkX9V

即体系从初始状态可以跃迁到满足 Vf i ! 0 的所有末态，并且到每一个末态的概率仅
和微扰作用导致的跃迁矩阵元 Vf i 有关。这里我们假设末态没有简并。但我们知道，

一个小微扰不可能在短时间内使得系统从初态跃迁到能量相差非常悬殊的末态中，那

么我们应该如何理解上式哪？

图（RRXR）显示，当 t 给定时，函数

f (ωf i) ≡
sin2

(ωf i t
2

)

ω2
f i

URRXkX8V

随 ωf i 的变化规律（图中实线）。当 t 有限时初态到末态的跃迁主要是发生在 ωf i ∼ 0

附近，即初末态能量接近的能级之间跃迁几率较大；能级相差越大，跃迁几率越小。

两能级之间的振荡效应导致 ωf i t ≃ nπ 时跃迁几率为零。因为正弦函数的贡献小于分

母中能量差的贡献，所以跃迁几率的性质由能级差（图中虚线）主导。

随着时间增加，最高峰变得越来越陡峭（狭窄）。利用
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体系从初始状态可以跃迁到满⾜足           的所有末态，
并且到每⼀一个末态的概率仅和     有关。
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但我们知道，⼀一个⼩小微扰不不可能在短时间内使得
系统从初态跃迁到能量量相差⾮非常悬殊的末态中，
那么我们应该如何理理解上式哪？



含时微扰论中的时间尺度
[h]=[能量量]x[时间]

量量⼦子体系的特征能量量标度给出⼀一个特征时间
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含时微扰论中的时间尺度
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图 RRXR, 当 t 给定时 4sin2(ωt/2)/ω2 和 ω 的依赖关系，其中 ω = (Ef −Ei)/h̄ 并且
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附近，即初末态能量接近的能级之间跃迁几率较大；能级相差越大，跃迁几率越小。
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随着时间增加，最高峰变得越来越陡峭（狭窄）。利用

lim
t→∞

sin2 yt
πy2t

= δ(y), URRXkXeV

可得 t→∞ 极限下
1

(
ωf i/2

)2 sin
2
(ωf i

2
t
)
= 2πth̄δ

(
h̄ωf i

)
= 2πth̄δ

(
Ef −Ei

)
, URRXkXdV

跃迁速率（单位时间内跃迁概率）

Wi!f =
dPi!f (t)

dt
=

2⇡

~ |Vfi|2�
�
Ef � Ei

�

曲线⾯面积
Pi!f (t)

宽度 ~       1/t

⾯面积 / t2 ⇥ 1

t
⇠ t

经过⻓长时间的常微扰作⽤用，跃迁速率和时间⽆无关



费⽶米⻩黄⾦金金定则
Delta函数仅在量量⼦子系统能级是连续时才成⽴立。

令 ⇢(Ef ) 表示末态的态密度 每单位能量量间隔内的状态数

总跃迁速率是

Wi!f =

Z
dPif(t)

dt
⇢(Ef )dEf

=
2⇡

~

���
D
f
��V̂

��i
E���

2
Z

⇢(Ef )�(Ef � Ei)dEf

1）单位时间跃迁概率和时间⽆无关
2）当t达到⼀一定⼤大⼩小后，跃迁贡献来⾃自同初态能量量相同的末态

注意：H0的态密度

Wi!f =
2⇡

~
X

f 6=i

|Vfi|2⇢(Ei)



费⽶米⻩黄⾦金金定则

⽅方便便估计⼩小量量⼦子系统衰变到⼤大量量⼦子末态的速度

此过程是不不可逆的：
       各个衰变末态之间的相位具有随机性,
       导致这些末态之间的⼲干涉彼此相消

这要求⾜足够⻓长的时间来使得
衰变连续末态之间的相位变为随机

t � ~
Emax � Emin

激发态
能级
宽度

Wi!f =
2⇡

~
X

f 6=i

|Vfi|2⇢(Ei)

Emax

Emin

|fi
o
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Wi!f =

2⇡

~
X

f 6=i

|Vfi|2⇢(Ei)

态密度的作⽤用
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Wi!f =

2⇡

~
X

f 6=i

|Vfi|2⇢(Ei)

态密度的作⽤用



线性时间依赖关系
Pi!f (t) =

2⇡t

~ |Vfi|2�
�
Ef � Ei

�

要满⾜足微扰论，需要Pi!f (t) ⌧ 1 |Vfi|2 ⌧ 1

但即便便微扰项⾮非常微弱，只要时间⾜足够⻓长，我们
总可以得到

Pi!f (t) > 1

⼏几率不不守恒？



线性时间依赖关系
Pi!f (t) =

2⇡t

~ |Vfi|2�
�
Ef � Ei

�

在⼀一级近似中，我们令            ，这相当于假设物理理系
统并不不是封闭的，外部有粒⼦子源不不断为物理理系统提供
处于    状态的粒⼦子，使得物理理系统处于    态的粒⼦子数
不不减少。

C(0)
fi = 1

|ii |ii

由于   态粒⼦子以确定跃迁速度不不断地向末态     跃迁，
这必然导致末态粒⼦子数⽬目随时间增⼤大⽽而⽆无限制地增多。

|ii |fi

如果整个物理理系统式封闭的，那么此跃迁概率公式
仅仅适⽤用于短时间。



跃迁速率（单位时间内跃迁⼏几率）

Wi!f =
dPi!f (t)

dt
=

2⇡

~ |Vfi|2�
�
Ef � Ei

�

经过⻓长时间的常微扰作⽤用，跃迁速率和时间⽆无关

          时，初态中⼀一个粒⼦子在单位时间之内
          从    态跃迁到末态    态的概率
Ci ⇡ 1

|ii |fi

设初态中有N个粒⼦子处于     态，在t时刻由于跃迁⽽而减
少的粒⼦子数为

|ii

dN(t) = �N(t)Wi!fdt

N(t) = N(0)e�Wi!f t



例例2：周期微扰



光的吸收与辐射的半经典处理理
我们对原⼦子结构的认知主要是来⾃自于光(辐射场)与原⼦子的相互作⽤用。在
光的照射下，原⼦子可能吸收光⽽而从低能级跃迁到较⾼高能级，或从较⾼高
能级跃迁到较低能级并放出光。这现象分别称为光的吸收 (absorption)
和受激辐射(induced radiation)。

实验上还观察到，如果原⼦子本来处于激发能级，即使没有外界光的照
射，也可能跃迁到某些低能级⽽而放出光来，这称为⾃自发辐射
(spontaneous radiation)。

吸收 ⾃自发辐射 受激辐射

kE ′ kE ′ kE ′

kE kE kE

k khν ′ k khν ′ k khν ′

k khν ′

(a) 吸收 (b) 自发辐射 (c) 受激辐射

kE ′ kE ′ kE ′

kE kE kE

k khν ′ k khν ′ k khν ′

k khν ′

(a) 吸收 (b) 自发辐射 (c) 受激辐射

kE ′ kE ′ kE ′

kE kE kE

k khν ′ k khν ′ k khν ′

k khν ′

(a) 吸收 (b) 自发辐射 (c) 受激辐射



对原子吸收或放出的光进行光谱分析，可获得

关于原子能级及有关性质的知识。光谱分析中两

个重要的观测量——谱线频率(或波数)与谱线相

对强度，前者取决于初末态的能量差

(         ,频率条件)，后者则与跃迁速率成比

例。光的吸收和辐射现象，涉及到光子的产生与

湮灭，其严格处理需要用量子电动力学，即需要

把电磁场量子化(光子即电磁场量子).

EΔ
/Eν = Δ =



但对于光的受激和辐射现象，可以在非相对论

量子力学中采用半经典方法来处理，即把光子

产生和湮灭的问题，转化为在电磁场的作用下

原子在不同能级之间跃迁的问题。在这里，原

子已作为一个量子力学体系来对待，但辐射场

仍然用一个连续变化的经典电磁场来描述，并

未进行量子化，即把光辐射场当作一个与时间

有关的外界微扰，用微扰论来近似计算原子的

跃迁速率。



§§111.6.1 �光的吸收与受激辐射

为简单起见，先假设入射光为平面单色光，其电磁

场强度为

其中 为波矢，其方向即光传播方向， 为角频率。

在原子中，电子的速度 (光速)，磁场对电子

的作用力远小于电场对电子的作用力：

因此只需考虑电场的作用。

0 co s ( )

/

E E t k r

B k E k

ω⎧ = − ⋅⎪
⎨

= ×⎪⎩

GG G G
G GG G

k
G

ω
v c�

/ ~ 1
e vv B e E
c c

×
G GG �

(1)



此外，对于可见光，波长 为 (玻

尔半径)。在原子大小范围内 ， 电

场变化极微，可以看成均匀电场，所以

它相应的电势为

常数项对于跃迁无贡献，不妨略去。因此，入射

可见光对于原子中电子的作用可表示为

其中

0 cosE E tω=
G G

0 ,W D E= − ⋅
G G

( )D er=−
G G

电偶极矩

0 cos cosH e D E t W tφ ω ω′ =− =− ⋅ =
G G

(2)

(3)

10(4000~7000) 10 m a−× �λ

(2 / ) 1k r aπ λ⋅ ≈
G G �

E rφ = − ⋅ +
G G

常数

(4)



V̂ (t) = v̂ei!t + v̂†e�i!t

施加⼀一个频率为   的周期性微扰!

Pi!f (t) =

�����
i

~

Z t

0

D
f
��V̂ (t0)

��i
E
ei!fit

0
dt0

����
2

=
1

~2

����
⌦
f
��v̂
��i
↵ Z t

0
ei(!fi+!)t0dt0 +

⌦
f
��v̂†

��i
↵ Z t

0
ei(!fi�!)t0dt0

����
2

定义                 和        vfi =
⌦
f
��v̂
��i
↵

v⇤fi =
⌦
f
��v̂†

��i
↵

忽略略⼲干涉项，周期势场微扰引起的跃迁⼏几率为

Pi!f (t) =
1

~2 |vfi|
2

����
ei(!fi+!)t � 1

!fi + !

����
2

+
1

~2 |v
⇤
fi|2

����
ei(!fi�!)t � 1

!fi � !

����
2

=
4

~2

2

4|vfi|2
sin2

⇣
!fi+!

2 t
⌘

(!fi + !)2
+ |v⇤fi|2

sin2
⇣

!fi�!
2 t

⌘

(!fi � !)2

3

5



在共振区域（             ）附近，跃迁振幅中两项的
微扰贡献的⼤大⼩小⽐比值约为

! ⇡ |!fi|

vfi
sin

⇣
!+!fi

2 t
⌘

! + !fi
v⇤fi

sin
⇣

!�!fi

2 t
⌘

! � !fi

跃迁振幅正⽐比于

! � |!fi| ⌧ ! + |!fi|

! � |!fi|
! + |!fi|

⇡ ! � |!fi|
2|!fi| 两项之间的⼲干涉

效应⾮非常微弱

以可⻅见光为例例，                ，                            ，
远离共振区域的贡献和共振区域贡献的⽐比值约为     

! ⇠ 1015s�1 � = ! � !fi ⇠ 107s�1

10�8



共振增强
跃迁⼏几率在              处有极值!fi = ±!

微扰作⽤用时间⾮非常⻓长时，跃迁速率为

+
2⇡

~
��⌦f

��v̂†
��i
↵��2 �(Ef � Ei � ~!)

PMax
i!f =

t2

~2
��⌦f

��v̂
��i
↵��2

!fi=�!
,

PMax
i!f =

t2

~2
��⌦f

��v̂†
��i
↵��2

!fi=!

Wi!f (t) =
2⇡

~
��⌦f

��v̂
��i
↵��2 �(Ef � Ei + ~!)



kE ′ kE ′ kE ′

kE kE kE

k khν ′ k khν ′ k khν ′

k khν ′

(a) 吸收 (b) 自发辐射 (c) 受激辐射



课程内容⼩小结

5）常微扰  

i~Ċm(t) =
X

n

Vmne
i!mntCn(t)1）含时微扰

3）Dyson Series

4）跃迁速率

2）相互作⽤用绘景

| (t)i
I
= ei

Ĥ0t

~ | (t)i
S

i~ d

dt
| (t)iI = V̂I(t) | (t)iI

V̂I(t) = ei
Ĥ0t

~ V̂ (t)e�i
Ĥ0t

~

| (t)i =
X

n

Cn(t)e
�i

Ent
~ |nii~ @

@t
| (t)i =

⇣
Ĥ0 + V̂ (t)

⌘
| (t)i

Wi!f =
2⇡

~
X

f 6=i

|Vfi|2⇢(Ei)

（费⽶米⻩黄⾦金金规则）（单位时间内跃迁⼏几率）

Wi!f =
dPi!f (t)

dt

6）周期微扰  


