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相干态

相干态

薛定谔方程或许是物理学史上最特殊的方程。它使关于几率波函数的时间演化方

程，但在写下这个神奇方程时薛定谔本人并不了解波函数的物理意义。经典物理中物

理体系的状态可以用共轭物理量的相空间中的轨迹描述，而波粒二象性所导致的不确

定关系告诉我们：“经典物理中的共轭物理量之间无法同时测准，不能在采用轨道来

描述量子物理体系”。薛定谔试图寻找满足最小不确定关系的量子态，在不确定关系

∆x∆p = h̄/2 允许范围之内，这个最小不确定波包在动量和坐标的相空间中仍然具有
轨道。薛定谔成功了，他找到最小不确定波包——相干态，相干态的坐标和动量平均

值随时间演化行为满足经典物理相空间轨道。

为了获得上述的准经典波包，我们首先需要找到满足最小不确定关系的波包（波

函数），其次还要保证在随时间演化过程中该波包始终满足最小不确定关系。我们已

经推导过，满足最小不确定关系的坐标空间的波函数一定是高斯函数。设最小不确定

关系的波函数所对应的坐标平均值和动量平均值分别是 ⟨x̂⟩ 和 〈
p̂
〉
，则有

ψ(x) = Cei⟨p̂⟩x/h̄ e−(x−⟨x̂⟩)
2/4(∆x)2.

自由粒子的高斯波包虽然满足最小不确定关系。但随着时间演化它要发生扩散而不再

满足最小不确定关系，所以不满足我们的要求。第二个候选者是简谐振子势的基态波

函数

ψ0(x) =
(mω
πh̄

)1/4
e−mωx

2/2h̄.

它对应于最小不确定关系波函数中 ⟨x⟩= 〈
p
〉
= 0，(∆x)2 = h̄/2mω，(∆p)2 = h̄mω/2。

简谐振子基态 ψ0(x) 满足最小不确定关系，但它是定态，不随时间变化。其波函数的

几率密度峰值位于原点，对应于经典振子的静止状态。这丝毫不奇怪，因为我们求解

的是简谐振子势的定态解，它的几率密度不随时间变化，坐标平均值为零，动量平均

值也为零。所以，我们无法利用简谐振子势的基态波函数来讨论经典物理运动方程。

薛定谔进一步从简谐振子基态出发得到一种特殊的最小不确定波包，并指出在简谐振

子势场中运动的这种特殊波包运动始终都满足最小不确定关系而不发生扩散。这种特

殊的状态被命名为“相干态”。

在讨论量子力学问题之前，我们先回顾一下经典物理中的简谐振子运动。经典简

谐振子具有如下能量：

E =
p2

2m
+

1
2
kx2,

或者

p2+ (mωx)2 = 2mE, ω =
√
k/m .

经典谐振子运动可以用相空间 (mωx,p) 平面中的的轨道描述，其随时间演化的周期

性行为可以用相空间中的匀角速度的逆时针圆周运动描述。如图形 中左图所示，轨
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道的圆形半径为
√
2mE，圆心在原点处。定义复数变量 z，

z =
mωx+ ip√

2mE
=

mωx+ ip√
2h̄mω

,

则经典简谐振子在相空间中的运行轨道为

z(t) = z0e
−iωt .

注意：为了和量子力学对应，我们已经选取能量的计量单位是 h̄ω。

经典物理中的周期运动要求物理体系的初态偏离平衡点。以小角度周期运动的单

摆为例，首先我们应该需要使单摆离开平衡点，例如用手将单摆提升一定高度后释

放，之后我们才可以观测到单摆的周期运动。在量子力学中我们如何实现这种初始条

件哪？我们需要对基态波函数进行一次平移，即设在初始 t = 0 时刻有

⟨x⟩= x0 ! 0,
〈
p
〉
= p0 ! 0,

则波包为

ψ(x, t = 0) = ψ(x − x0, t = 0) = Ceip0x/h̄e−mω(x−x0)
2/2h̄.

这个函数描述 t = 0 时刻中心值位于相空间中 (p0,mωx0) 处的波包。可以验证

ψ(x, t = 0) 仍然满足最小不确定态，具有和 ψ0(x) 相同的 ∆x 和 ∆p，区别仅仅在于

exp(ip ⟨x⟩/h̄) 相位。当然，它不再是简谐振子势的定态解，因此要随时间变化。
波函数 ψ(x, t = 0) ≡ ψ(x,0) 满足如下的最小不确定关系

(p̂ − p0)ψ(x,0) = imω(x̂ − x0)ψ(x,0),

即

(mωx̂+ ip̂)ψ(x,0) = (mωx0+ ip0)ψ(x,0).

所以，ψ(x,0) 是算符 mωx̂+ ip̂ 的本征函数，其本征值为 mωx0+ ip0。明显，ψ(x,0)

不是 x̂ 或 p̂ 的本征函数。因为湮灭算符为

â =
mωx̂+ ip̂√

2h̄mω
,

所以 ψ(x,0) 是湮灭算符 â 的本征函数，

âψ(x,0) = z0ψ(x,0) =
mωx0+ ip0√

2h̄mω
.

注意到 z0 就是标记经典振子在相空间中位置的参数。这意味着，波包 ψ(x,0) 的中

心在相空间中 (mωx0,p0) 处，同时具有和简谐振子基态相同的不确定关系。参见图

形 的中间图形。
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Figure 1: Classical oscillator is a point on the phase space (x, p space) moving
along an elliptic orbit. The quantum mechanical energy eigenstate is spread
out along the ellipse with no notion of motion. The uncertainty �x�p is
larger for higher levels because of a constant width around the oribit. The
coherent state is a patch of the minimum uncertainty, and the whole patch
moves along the classical orbit.
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图 左图为经典简谐振子运动；中图和右图显示量子相干态的运动行为。

下面我们讨论 ψ(x,0) 随时间的演化行为。为记述方便，我们使用 ψ(x0,p0) 表示

ψ(x, t = 0)，其中我们显式地写出 t = 0 时刻的最小不确定波包的坐标和动量的平均

值。在简谐振子势中，波函数随时间的演化行为由哈密顿算符控制，具体形式如下

ψ(x, t) = e−iĤt/h̄ψ(x0,p0).

下面我们详细说明 ψ(x, t) 仍然是湮灭算符 â 的本征函数，从而始终处于最小不确定

关系状态。我们首先证明

eiĤt/h̄âe−iĤt/h̄ = âe−iωt .

设 Ĥ 的本征函数 φn(x)，

Ĥφn(x) =
(
n+

1
2

)
h̄ωφn(x).

则湮灭算符 â 在两个本征函数之间非零矩阵元为

(φm(x, t), âφn(x, t)) = ei(m+1
2 )h̄ωt/h̄(φm, âφn)e

−i(n+1
2 )h̄ωt/h̄

= (φn−1, âφn)e
−iωt .

又因为 Ĥ 的本征函数构成一个完备集，所以我们有

eiĤt/h̄âe−iĤt/h̄ = âe−iωt .

将湮灭算符 â 作用在 ψ(x, t) 上可得

âψ(x, t) = âe−iĤt/h̄ψ(x0,p0)

= e−iĤt/h̄
(
eiĤt/h̄âe−iĤt/h̄

)
ψ(x0,p0)

= e−iĤt/h̄e−iωt âψ(x0,p0)

= e−iĤt/h̄e−iωtz0ψ(x0,p0)

= e−iωtz0e
−iĤt/h̄ψ(x0,p0)

= e−iωtz0ψ(x, t).

故而，ψ(x, t) 仍然是 â 的本征函数，其本征值为

z(t) = z(0)e−iωt ,
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即
mω ⟨x̂⟩t + i

〈
p̂
〉
t√

2h̄mω
=

mωx0+ ip0√
2h̄mω

e−iωt .

这意味着，在 t 时刻的波包仍然满足最小不确定关系，同时波包中心（坐标和动量平

均值）随时间的变化行为满足经典振子的相空间轨道，

⟨x̂⟩t = x0 cosωt+
p0
mω

sinωt,
〈
p̂
〉
t = p0 cosωt −mωx0 sinωt.

这样我们就得到了薛定谔的经典简谐振子的最佳量子描述——相干态。

关于相干态的进一步讨论，请参考程檀生老师教课书的第 章。值得指出的是：

相干态彼此是不正交的，但这组相干态是完备的。还可以证明，本征值为实数的相干

态是受迫振动的基态。
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