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第 章 一维量子系统

最好的理解薛定谔方程的方法就是求解不同的势函数的薛定谔方程，在这一章我

们研究一维量子系统，首先我们先定性地了解一下薛定谔方程和具体波函数的特征。

从数学上讲，定态薛定谔方程对任意的 E 值都是有解的，但并非所得到的解都满足

物理上的要求。根据具体的物理条件，波函数几率诠释要求波函数满足束缚态边界条

件，周期性边界条件，或散射态边界条件。只有某些 E 值所对应的解才是物理上可以

接受的。

束缚态与散射态

考虑如图（ ）左图所示的一般性的一维势场。当 Vmin < E < V1 时，体系处于

束缚态，即量子没有能量克服束缚势能运到到无穷远处。特例是库仑势场 Vmin→−∞
和简谐振子势场 V1→∞；当 V1 < E < V2 时，体系处于散射态，粒子可以出现在 −∞
处，但无法到达 +∞ 处，体系无简并；当 E > V2 时，体系也是处于散射态，但粒子

可以出现在 ±∞ 出，体系存在 重简并。如果对于某能级 E，有 m 个线性无关的本

征函数，那么我们就称这个能级是简并的，且简并度为 m。

束缚态（E < V0）的能谱是离散的，这些离散能级是在一定的边界条件下求解薛

定谔方程的必然结果。定态薛定谔方程改写为

dψ(x)
dx2

=
2m
h̄2

[V (x)−E]ψ(x),

等式左边的波函数的二阶导数表示波函数斜率的变化程度——曲率。所以波函数的曲

率正比于 [V (x)−E]ψ(x)。我们可以先探讨一下波函数的定性行为。
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图 束缚态能量和波函数边界条件
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第 章 一维量子系统

E > V (x) 时，ψ(x) > 0 时波函数的曲率是负的，波函数曲线会向负值偏转；

ψ(x) < 0时波函数曲率是正的，波函数曲线会向正值偏转。在这两种情况下，波

函数始终都是向 x 坐标轴偏转，这直接导致 E > V (x) 时波函数 ψ(x) 呈现一种

振荡状态。这和正弦曲线一致，ψ′′(x) ∼ −ψ(x)。
E < V (x) 时，ψ′′ ∼ ψ(x)，这将导致曲率始终使的曲线远离 x 坐标轴。这就意味

着，ψ(x) 随 x 增大会变为无穷大。所以只有特定的初始条件才可以得到正确的

波函数斜率从而令在 x→∞ 时 ψ(x)→ 0。

如图（ ）左图所示，当 Vmin < E < V1 时，在拐点 xc1 和 xc2 之间，量子的能量大于

势能，所以此时波函数呈现振荡行为。在经典禁区 x > xc2 或 x < xc1 内，量子能量小

于势能，所以波函数呈现指数行为，如图中 x > xc2 区域内实线和虚线所示。但波函

数在不穷远出为零的边界条件排除了虚线波函数。在 x = xc2 处，波函数连续而且波

函数导数连续。但我们仅有一个能量是自由参数，所以必须精细调解能量值才能够波

函数在 xc2 处的边界条件。这就意味着：对于给定势场中量子束缚态，只有特定离散

的能量值才可以同时满足定态薛定谔方程和波函数的边界条件，即一维束缚态的能级

是离散的。

此外，波函数的形状依赖于 ψ′′ 的数值大小和符号，如图形（ ）所示，

|ψ′′ | 表征处于束缚态的量子的德布罗意波长大小
|ψ′′ | 大，表示“紧凑”的波函数；
|ψ′′ | 小，表示“松散”的波函数

ψ′′ 的正负号代表波函数的曲率方向：

ψ′′ > 0 表示凹形，即波函数开孔向上（图中曲线 和 ）

ψ′′ < 0 表示凸形，即波函数开口向下（图中曲线 ）

图中波函数 ψ1 代表粒子的德布罗意波长较短，其动量和动能较大，这是激发态的特

征。基态波函数具有最长的德布罗意波长，具有最小的曲率和最松散的波函数，且波

函数在无穷远处趋于零。基态波函数除无穷远处外没有节点。第一激发态具有略高的

能量，所以波函数有一个节点。

3

1 2

+ +

−

x

ψ(x)

图 波函数曲率和波函数形状
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一维定态的一般性质

当分立能级按大小顺序排列，一般而言，第 n+ 1 条能级的波函数在其取值范

围内有 n 个节点（即有 n 的 x 值使 ψ(xn) = 0），不包括边界点和无穷远。

分立能级振荡定理

♣

一维定态的一般性质

详细讨论请参见曾谨言老师的教材。我们这里注重讨论以下几点。

在 V (x) 取值有限区域，ψ 和 ψ′ 均为连续函数，并取有限值；

当 V (x)→∞ 处，ψ(x)→ 0 ψ′ 有可能不连续。—— 定理

设 V (x0) 处有阶跃行为，在 x0 附近对定态薛定谔方程进行积分

∫ x0+ϵ

x0−ϵ
ψ′′dx =

2m
h̄2

∫ x0+ϵ

x0−ϵ
[V (x)−E]dx.

当 V (x0) 变化有限时，ϵ→ 0 时，上式右方积分为零，所有

ψ′(x0+ ϵ) = ψ′(x0 − ϵ).

当 x→ x0，V (x)→ ±∞ 时公式（ ）右方积分可能不趋于零，故

ψ′(x0+ ϵ) ! ψ′(x0 − ϵ).

但如果 ψ′(x0+ ϵ) 和 ψ′(x0 − ϵ) 在 x0 附近取值有限，则

ψ(x0+ ϵ)−ψ(x0 − ϵ)
∫ x0+ϵ

x0−ϵ
ψ′(x)dx = 0.

设 ψ 为方程的对应于能量 E 的本征函数，因为定态薛定谔方程是实数方程，

所以ℜ(ψ) 和ℑ(ψ) 都是方程对应于同一本征值得解。

显而易见

设一维运动中两个线性独立的波函数（ψ1 和 ψ2）都对应于同一能量 E 值，则

ψ1ψ
′
2 −ψ2ψ

′
1 =常数

证明：因为 psi1 和 ψ2 满足如下的定态薛定谔方程

#2ψ1(x)
#x2

=
2m
h̄2

(V (x)−E)ψ1(x)

#2ψ2(x)
#x2

=
2m
h̄2

(V (x)−E)ψ2(x),
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第 章 一维量子系统

所以有
ψ′′1
ψ1

=
ψ′′2
ψ2

,

即

ψ2ψ
′′
1 −ψ1ψ

′′
2 = 0 =⇒ (ψ2ψ

′
1 −ψ1ψ

′
2)
′ = 0,

所以可得

ψ1ψ
′
2 −ψ2ψ

′
1 =常数。

一维规则势场中（V (x) 无奇点）束缚定态是不简并的。

证明（反证法）：设 ψ1 和 ψ2 是对应于能量 E 的两个线性无关的束缚态波函数，因为

ψ1ψ
′
2 −ψ2ψ

′
1 = C,

利用在无穷远处波函数为零的自然边界条件可得

C = (ψ1ψ
′
2 −ψ2ψ

′
1)

∣∣∣∣∣∣
x→∞

= 0

和
ψ′1
ψ1

=
ψ′2
ψ2

=⇒
[
ln

(
ψ1

ψ2

)]′
= 0 =⇒ ln

(
ψ1

ψ2

)
=常数。

这意味着 ψ1 =常数×ψ2（即 ψ1 和 ψ2 等价），所以不存在简并。

一维常数阶跃势场

我们已经计算过最简单的一维体系——自由运动粒子，现在我们考虑稍稍复杂一

点的例子——如图（ ）所示的一维常数阶跃势场，

V (x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

V0 x ≥ 0,

0 x < 0.

我们考虑 E <0 V 的情况。从前面的定性讨论，我们已经知道在 x < 0 区域 E > V (x)，

所以波函数呈现振荡形式，而在 x > 0 区域 E < V0，所以波函数取指数形式。具体写

出两区域的波函数

u(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

u1(x) = Asin(k+ δ) x < 0,

u2(x) = Be−Kx +Ce+Kx x > 0,

其中

k =

√
2mE

h̄2
, K =

√
2m(V0 −E)

h̄2
.
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一维无限深势阱

V (x)

E

x

V0

u1(x) u2(x)

0

图 一维阶跃常数势垒

无穷远处波函数边界条件要求 C = 0。在 x = 0 处波函数连续和波函数导数连续

要求

u1(0) = u2(0) : Asinδ = B,

u′1(0) = u′2(0) : kAcosδ = −BK ,

这两个条件给出
1
k
tanδ =

1
K
.

这样波函数的边界条件决定了 A/B 的比值，但任然无法确定 A 和 B 的各自数值。当

V0→∞ 时，K →∞，

tanδ = 0 =⇒ sinδ = 0 =⇒ B = Asinδ = 0,

所以在无穷深影壁处波函数为零。这也是波函数二阶导数无穷大的必然结果。

一维无限深势阱

最简答的一维束缚态的粒子就是“盒子中电子”问题，电子被束缚在空间 x = 0

和 x = L 之间，其势函数为

V (x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∞ x < 0,

0 0 < x < a,

∞ x > 0.

这个简单模型可以非常好地描述大分子中的电子，或者近似描述金属中电子。无穷深

势阱模型是一种理想化近似，实际物理情况只要满足如下两个条件就可以用无穷深势

阱描述：（ ）势垒高度远远大于体系特征能量，U(x) ≥ E；（ ）在势场边界处的势函

数变化远小于粒子的特征德布罗意波长，∆x≪ λ = 2a/n。
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第 章 一维量子系统

经典弹性振荡小球

无穷深势阱的经典对应是在两个刚壁之间做匀速运动的弹性小球。在求解量子系

统之前，我们先讨论一下经典物理图像的统计结果，之后我们会验证量子系统在大量

子数情况下趋近经典图像。

设弹性小球的速度和运动周期分别为

v0 =

√
2E
m

, τ =
2a
v0

= 2a
√

m
2E

.

在经典物理中我们可以跟踪小球在每个时刻的运动状态，但我们不妨试一下利用统计

方法来描述小球状态。设想小球运动速度非常快，超过我们探测仪器的精度。我们只

能使用照相机随机大量地拍摄小球的位置。我们希望通过统计方法回答下面几个问

题：

我们看到小球出现在特定位置（例如 x = 0.666 处）的几率是多少？

因为小球做匀速运动，所以小球在两影壁之间任意位置出现的几率均等，

PCL(x)dx = Probablity [x,x+ dx] = Cdx.

因为任意时刻我们总可以在 x = 0 和 x = a 之间的某个位置上发现粒子，所以

积分后总概率为 ，

1=

∫ a

0
PCL(x)dx = aC =⇒ PCL(x) = C =

1
a
.

在多个照片上小球的平均位置是多少？统计涨落是多少？

位置平均值和位置平方平均值为

⟨x⟩CL =
∫ a

0
xPCL(x)dx =

a
2
,

〈
x2

〉
=

∫ a

0
x2PCL(x)dx =

a2

3
,

故而位置平均值测量的统计涨落为

∆xCL =
√〈

x2
〉
CL − ⟨x⟩2CL =

a√
12

.

动量的概率分布如何？

因为弹性小球在两影壁之间做向左和向右的往返匀速运动，所以小球具有两种

动量状态 p = +p0 和 p = −p0，而且小球处于这两个动量的概率各为一半，

PCL(p) =
1
2
[δ(p − p0) + δ(p+ p0)] , p0 =mv0.

动量平均值和动量平方平均值为

〈
p
〉
CL =

1
2
p0+

1
2
(−p0) = 0
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一维无限深势阱

〈
p2

〉
CL

=
1
2
p20 +

1
2
(−p0)2 = p20,

动量平均值测量的统计涨落为

∆pCL = p0.

量子版本的弹性小球

现在我们讨论弹性小球的量子版本。为了使量子效应显著，势阱的宽度必须可以

和量子的德布罗意波长相若。定态薛定谔方程为

d2ψ(x)
dx2

+ k2ψ(x) = 0, k2 =
2mE

h̄2
,

因为 E > 0，所以势阱内部波函数呈现振荡行为，其通解为

ψ(x) = Asin(kx) +Bcos(kx).

我们从上一节的半壁无穷高势垒的例子已经知道：在两个硬壁处波函数为零，则有

ψ(x = 0) = 0 =⇒ B = 0,

ψ(x = L) = 0 =⇒ k =
nπ
a

(n = 1,2,3, · · · ).

故而第 n 个束缚态的能量为

En =
h̄2k2

2m
=

n2π2h̄2

2ma2
= n2E1, (n = 1,2,3, · · · )

相应的第 n 能级的波函数为

ψn(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

√
2
a
sin

(nπx
a

)
, 0 ≤ x ≤ a

0 , others,

其中
√
2/a 为归一化常数。无穷深势阱的本征函数形成一个正交归一的完备集，势阱

内量子的任意波哈数都已写作 ψn(x) 的线性组合，

ψ(x, t) =
+∞∑

n=1

ψn(x)e
−i
Ent
h̄ =

√
2
a

+∞∑

n=1

sin
(nπx

a

)
e
−i
Ent
h̄ .

下面我们检验一下无穷深势阱的本征函数和本征能量的性质，并着重讨论经典极

限下波函数以及各物理量测量值的行为，并将之和经典弹性小球对比：

基态

顾名思义，基态是最低能量态，即 n = 1。它不为零，这是不确定关系的必然

要求，即量子世界中没有静止的物体。通常人们将不为零的最低能量称作为“零点
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第 章 一维量子系统

能”。零点能反映了微观粒子局域化带来的最小运动行为，它存在于所有量子束缚体

系中。因为量子被束缚在 0 a 区间，坐标的不确定度为 ∆x ∼ a。不确定关系告诉我

们，∆p ∼ h̄/a，这样可以得到最小的能量 Emin ∼ h̄2/(2ma2)。在束缚态中，最小能量

值要比势能最小值大，这是和经典物理截然不同的。在经典物理中，物体可以处于静

止，从而最小能量等于势能。我们可以利用无穷深势阱零点能公式估算如下对象的零

点能：

的球束缚在 米空间内：

E =
h̄2π2

2ma2
=

10× 10−68J
2.1× 0.1× 25 = 1.25× 10−49eV;

氧原子束缚在 2 × 10−10 米的晶格上（氧原子具有 个核子，质量为 m =

16× 1.6× 10−27 ）

E =
10−67J

2× 26× 10−27 × 4× 10−10 ∼ 3× 10−4eV;

电子束缚在原子中（a ∼ 10−10 米）：

E =
10−67J

2× 10−30 × 10−20 ≈ 5× 10−18J ≈ 30eV.

因为 ∆p ∼ h̄/a，所以当势阱宽度变小时，∆x 变小，∆p 变大，此时粒子的量子运动

更加剧烈，从而导致零点能变大。

大 n 时的邻近能级间能量差 δE

因为 En+1 −En = (2n+ 1)E1，所以

δEn+1,n

En
=

En+1 −En

En
=

2n+ 1
n2

n→∞−−−−−→ 0.

当 n→∞ 时，邻近能级间能量产减少，能量谱逐渐变为连续谱。此外，

δE ∼ 1
a2

,

所以 a 越小，δE 越大，量子化越显著；a 越大，δE 越小，量子化不明显，因为此时

势阱宽度已经远大于微观尺度上的特征的德布罗意波长。

大 n 时几率密度 |ψn(x)|2
根据分立能级的振荡定理，n = 1 时粒子的最概然分布在 x = a/2 处，但 n = 2

时粒子绝不会出现在 x = a/2 处，因为该处有节点。当 n→∞ 时，在势阱内部波函
数存在无穷个节点。当两个邻近节点间距小于探测器精度时，我们无法区分是否存在

节点。此时多个节点的平均结果导致一个常数的几率密度，即回到经典弹性小球的匀

速运动图像——对应性原理。

不确定关系
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一维无限深势阱

一维无限深势阱的本质波函数是实函数而动量算符是虚数，所以动量的平均值一

定为零，
〈
p̂
〉
n =

2
2

∫ a

0
sin

(nπx
a

)(
−i h̄ d

dx

)
sin

(nπx
a

)
dx = 0.

动量平均值为零也符合经典物理的直观图像。动量平方的平均值为

〈
p̂2

〉
= −h̄2

∫ a

0
ψ∗n(x)

d2

dx2
ψn(x)dx =

n2π2h̄2

a2
,

En =

〈
p̂
〉
n

2m
,

这样动量测量的统计涨落为

∆pn =
√〈

p̂2
〉
n =

nπh̄
a

.

坐标测量的平均值和坐标平方的平均值为

⟨x⟩n =
2
a

∫ a

0
x sin2

(nπx
a

)
=

a
2
,

〈
x2

〉
n

=
2
a

∫ a

0
x2 sin2

(nπx
a

)
=

a2

3

(
1− 3

2n2π2

)
,

从而位置测量的统计涨落为

∆xn =
√〈

x2
〉
n − ⟨x⟩2n =

a√
12

√
1− 6

n2π2 .

当 n→∞ 时，我们得到经典弹性小球的结果。第 n 能级的坐标和动量不确定关系为

∆xn∆pn = nπh̄

√
1
12
− 1
2n2π2 .

明显基态的不确定关系最小，但仍然满足海森堡的不确定关系

∆x1∆p1 = 0.18πh̄ >
h̄
2
.

动量空间波函数

坐标空间的无穷深势阱波函数是局域化的，我们可以将波函数改写为两个反向传

播的德布罗意波的叠加

ψn(x) =
−i√
2a

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣e

i
(
nπ
a x−Enh̄ t

)

− e−i
(
nπ
a x−Enh̄ t

)⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ .

动量空间的波函数是什么样子的？首先动量空间的波函数并非是定域的，势阱内的动

量波函数分布还取决于势阱外坐标函数的形状，也即依赖于坐标波函数边界条件的选

取。泡利和朗道分别采用不同方法求解无穷深势阱的动量分布，得到完全不同的结

果，甚至引起很大的争议。
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第 章 一维量子系统

泡利认为无穷深势阱中动量几率密度为两个在全实轴上反向传播的“单色”德布

罗意波的叠加，

Probn(p) =
1
2
δ

(
p − nπh̄

2a

)
+

1
2
δ

(
p+

nπh̄
2a

)
.

朗道则是对坐标空间波函数进行傅里叶变换从而得到

ϕn(p) =
1√
2πh̄

∫ +∞

−∞
ψn(x)e

−i pxh̄ dx

=
−i√
πh̄a

e−i
pa
2h̄

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣e

i nπ2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
sin

[
nπ
2 −

pa
2h̄

]

nπ
a −

p
h̄

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠− e

−i nπ2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
sin

[
nπ
2 + pa

2h̄

]

nπ
a + p

h̄

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=
−i

√
2π∆p

e
−i p

∆p

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣e

i nπ2
sin

(
pn−p
∆p

)

pn−p
∆p

− e−i
nπ
2
sin

(
pn+p
∆p

)

pn+p
∆p

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

其中

pn =
nπh̄
a

, ∆p =
2h̄
a
.

可以验证，当 p = ±πh̄/a 时，
∣∣∣ϕ1(p)

∣∣∣2
朗道

=
a

2πh̄
!
∣∣∣ϕ1(p)

∣∣∣2
泡利

=
1
2
.

这两种不同的结果来源于边界条件的处理：

泡利 : ψn(x) = 0 (x = 0 或 x = a),

朗道 : ψn(x) = 0 (x ≤ 0 或 x ≥ a).

泡利的边界条件实质上是周期性边界条件，即将势阱内波函数做了周期性延拓，但明

显这种延拓不符合无穷深势阱的阱外波函数分布，所以是错的。

取经典极限

∆p→ 0 (h̄→ 0 或 a→∞),

可得

lim
∆p→0

Prob(n)
朗道

(p) = lim
∆p→0

∣∣∣ϕn(p)
∣∣∣2 =

1
2
[δ(p − pn) + δ(p+ pn)] ≡ Prob(n)

泡利
,

其中用到

δ(x) = lim
k→∞

1
π
sinkx
x

.

经典极限 a→∞ 意味着体系特征长度远远大于束缚量子的德布罗意波长，所以量子
效应不再显著；h̄→ 0 意味着无穷深势阱内量子束缚态的具有“作用量”量纲的物理

量非常小，这是量子效应不再显著。当无穷深势阱宽度不变的情况下，当 n→∞ 时
束缚态的德布罗意波长变得非常小，此时势阱边界对于束缚态量子来说就像无穷远，

此时势阱内波函数趋近于平面波，所以动量趋近于常数，此即经典物理中弹性小球状

况。
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宇称（ ）

宇称（ ）

上面我们选去无穷深势阱的位置从 0 到 a，我们可以重新选取坐标是的势阱对于

坐标原点 x = 0 左右对称，

V (x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

0 −a
2
< x <

a
2

∞

势场具有空间反演不变性 V (x) = V (−x)。空间反演变换（P̂）定义为

P̂ψ(x) = ψ(−x), 即r⃗→−r⃗。

虽然这仅仅是一个平移，但它使我们看清更多的物理。新对称势阱的波函数为

ψn(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√
2
a
cos

(nπ
a
x
)
, −a

2
< x <

a
2
, n = 1,3,5, · · ·

√
2
a
sin

(nπ
a
x
)
, −a

2
< x <

a
2
, n = 2,4,6, · · ·

分离能级的能量还是保持不变，因为我们仅仅重新定义了势阱的坐标，并没有改变势

阱的物理状态。但波函数按照空间反演变换性质分为两类：奇函数和偶函数。我们将

空间反演变化下改变符号的态函数称为奇宇称态，而不改变符号的是偶宇称态。

定理 设 V (x) 具有空间反演不变性。如果 φ(x) 是薛定谔方程的能量本征值 E 的

本征解，那么 φ(−x) 同样也是薛定谔方程对应于 E 的本征解。

在宇称变化下，

− d2

dx2
→ − d2

d(−x)2 =
d2

dx2
,

V (x) → V (−x) = V (x),

ψ(x) → ψ(−x).

对定态薛定谔方程做宇称变换可得

− h̄2

2m
d2

dx2
ψ(−x) +V (−x)ψ(−x) = Eψ(−x),

所以 ψ(−x) 也是对应于能量本征值 E 的本征函数。因为 ψ(x) 和 ψ(−x) 都对应于同
一个能量本征值，所以 ψ(−x) 和 ψ(x) 代表同一个解，两者之间相差一个常数。

设 ψ(−x) = Cψ(x)，因为对波函数连续进行两次宇称变化应该回复原态，所以

P̂2ψ(x) = P̂ψ(−x) = P̂Cψ(x) = Cψ(−x) = C2ψ(x).

这个常数只能取两个离散数值，C = +1 对于偶宇称态，C = −1 对应于奇宇称态。
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第 章 一维量子系统

定理 设 V (x) 具有空间反演不变性，则对于任何一个能量本征值 E 总可以找到薛

定谔方程的一组完备解，这些解中得每一个都具有确定的宇称。

设 ψ(x) 是薛定谔方程的对应于能量本征值 E 的解，则 ψ(−x) 也是薛定谔方程对应
同一能量本征值的解。我们可以构造具有确定宇称的波函数

f (x) = ψ(x) +ψ(−x) = f (−x), （偶宇称）

g(x) = ψ(x)−ψ(−x) = f (−x), （奇宇称）

明显 f (x) 和 g(x) 也是薛定谔方程的解。如果对应于能量本征值 E 的解无简并，则

该能量本征态必有确定的宇称。

宇称是量子物理独有的性质。如果经典物理存在宇称，那么宇称算符就应该可以

用经典物理力学量——坐标和动量——来表示，

P̂ = f (x̂, p̂x).

按照宇称定义有

P̂p̂xψ(x) = −p̂xP̂ψ(x) =⇒ P̂p̂x = −p̂xP̂.

另一方面，我们考虑宇称算符和动量算符的对易子的经典极限

lim
h̄→0

[
p̂x, P̂

]
= lim

h̄→0
−i h̄

[
#
#x

, f (x̂, p̂x)
]
= 0 =⇒ P̂p̂x = p̂xP̂.

这和宇称定义式矛盾，所以宇称一定不是经典力学量的组合，经典物理中没有宇称。

一维有限深势阱

和质点一样，无限深势阱仅仅是一种理想近似，下面我们考虑一个比较接近现实

物理的模型——有限深势阱模型，并通过对它的研究来看一下量子力学独有的量子效

应。考虑如图（）所示的势阱：

V (x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

0 |x| < a
2

V0 |x| ≥ a
2

我们首先研究束缚态物理（E < V0）。我们按照势函数的形状分别在三个区域内研究

波函数的性质，定态薛定谔方程为

区域 : −d
2ψ1

dx2
+V0ψ1 = Eψ1,

(
x ≤ −a

2

)

区域 : −d
2ψ2

dx2
= Eψ2,

(
−a
2
< x <

a
2

)

区域 : −d
2ψ3

dx2
+V0ψ3 = Eψ3,

(
x >

a
2

)
,
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一维有限深势阱

重新定义变量

k =

√
2mE
h̄

, q =

√
2m(V0 −E)

h̄
,

定态薛定谔方程改写为

区域 :
d2ψ1

dx2
− q2ψ1 = 0,

(
x ≤ −a

2

)

区域 :
d2ψ2

dx2
+ k2ψ2 = 0,

(
−a
2
< x <

a
2

)

区域 :
d2ψ3

dx2
− q2ψ3 = 0,

(
x >

a
2

)
.

正如我们之前讨论过的，区域 的波函数呈现振荡行为，区域 和 内的波函数呈

现指数行为，并且波函数在无穷远处为零。所以待求解的波函数形式如下

ψ1(x) = Aeqx,
(
x ≤ −a

2

)

ψ2(x) = Bcos(kx) +C sin(kx),
(
−a
2
< x <

a
2

)

ψ3(x) = De−qx,
(
x >

a
2

)
.

我们共有五个待定参数：A,B,C,D 和能量 E。在势阱边界 x = ±a/2 处波函数连续和
波函数导数连续条件给出四个限制，在考虑到波函数的归一化要求，我们就有五个限

制条件。

势阱边界条件给出如下四个限制：

ψ1

(
−a
2

)
= ψ2

(
−a
2

)
: Ae−

qa
2 = Bcos

ka
2
−C sin

ka
2

ψ′1

(
−a
2

)
= ψ′2

(
−a
2

)
: qAe−

qa
2 = k

[
Bsin

ka
2

+C cos
ka
2

]

ψ2

(a
2

)
= ψ3

(a
2

)
: Bcos

ka
2

+C sin
ka
2

= De−
qa
2

ψ′2

(a
2

)
= ψ′3

(a
2

)
: −k

[
Bsin

ka
2
−C cos

ka
2

]
= −qe−

qa
2 ,

待定系数满足如下线性方程
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

e−
qa
2 −cos kq

2 sin ka
2 0

qe−
qa
2 −k sin ka

2 −k cos ka
2 0

0 −cos ka
2 −sin ka

2 e−
qa
2

0 k sin ka
2 −k cos ka

2 −qe−
qa
2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

×

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

A

B

C

D

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 0.

上式存在非零解要求行列式为零，所以我们得到
[
tan

(
ka
2

)
− q
k

]
×
[
tan

(
ka
2

)
+

k
q

]
= 0.

因为 k 和 q 是能量 E 的函数，所以上式给出系统量子化的能级。
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第 章 一维量子系统

tan(ka/2) = q/k 情况

将 tan(ka/2) = q/k 代入到 x = −a/2 处的边界条件中得

Ae−
qa
2 = cos

ka
2

[
B−C tan

ka
2

]
=⇒ qAe−

qa
2 = q cos

ka
2

[
B−Cq

k

]
.

qAe−
qa
2 = k cos

ka
2

[
B tan

ka
2

+C

]
=⇒ qAe−

qa
2 = q cos

ka
2

[
B+C

q
k

]
,

所以 C = 0，即

ψ2(x) = Bcos(x).

此类情况的解为偶函数，具有偶宇称。

通常人们采用图示法来求解超越方程。我们重新定义两个无量纲的波数

α =
ka
2

, β =
qa
2
,

则有如下两个方程

α tanα = β,

α2+ β2 = ρ2 =
ma2V0

2h̄2
.

当 α→ π/2 时，tanα→∞；当 α→ 0 时，tanα→ 0。因为 α > 0 和 β > 0，所以 α

位于第一和第三象限。图（ ）显示 β 和 α 分别在 (0,π/2) 和 (π,3π/2) 的依赖关
系。第 个条件 α2 + β2 = ρ2 在图中表示为半径为 ρ 的圆周。此圆周曲线和超越函

数曲线交点（记作为 αn）决定了束缚态能级

En =
2α2

nh̄
2

ma2
.

当势阱变浅（V0 减小）时，ρ 相应变小，但因为超越方程通过原点，所以圆周曲线和

超越方程曲线必定有一个交点。不管势阱有多浅，必定存在一个束缚态，具有非零的

零点能。随着势阱增高（ρ 增大），圆周曲线和超越曲线交点增多，所以本征值数目

随着 ρ 增大而增加。

图 有限深势阱束缚态能级图示法求解：β = α tanα。
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一维有限深势阱

图 有限深势阱束缚态能级图示法求解：β = −α cotα。

cot(ka/2) = −q/k 情况

将 cot(ka/2) = −q/k 代入到 x = a/2 处的边界条件的

qDe−
qa
2 = q sin

ka
2

[
Bcot

ka
2

+C

]
= q sin

ka
2

(
−Bq

k
+C

)

qDe−
qa
2 = k sin

ka
2

[
B−C cot

ka
2

]
= k sin

ka
2

(
B+C

q
k

)
,

所以 B = 0

ψ2(x) = C sin(kx).

此类情况的解为奇函数，具有奇宇称。相应的能量本征值也可以通过图示法求得，如

图（ ）所示：图中显示超越函数和圆周曲线

β = −α cotα,
ρ =

√
α2+ β2 .

因为超越函数 β = −α cotα 出现在第二和第四象限，所以奇宇称态的束缚态必须在
ρ > π/2 时才可以出现，这要求势阱高度必须满足

ρ2 =
ma2V0

2h̄2
≥ π

2

4
=⇒ V0 ≥

π2h̄2

2ma2
.

有限深势阱和无穷深势阱的比较

当势阱高度趋于无穷大时，有限深势阱应该过渡到无穷深势阱。当 V0→∞ 时，
ρ→∞，圆周曲线和两类超越曲线有无穷个交点，所有系统具有无穷多的束缚态。同
时

β =

√
2m(V0 −E)

h̄
a
2
→∞,
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第 章 一维量子系统

这意味着

α tanα→∞ 或 α cotα→−∞ =⇒ α→ nπ
2
, (n = 1,2,3, · · · ).

此时束缚态的能量本征值的极限行为是

EV0
n =

2α2
nh̄

2

ma2
V0→∞
===⇒ E∞n =

n2π2h̄2

2ma2
.

我们注意到：因为

αV0
n < α∞n =

nπ
2
,

所以同一量子数 n 的有限深势阱的能级比无穷深势阱小

EV0
n < E∞n 。

这是为什么？

图 无穷深势阱和有限深势阱基态波函数分布。

图（ ）显示了无穷深势阱和有限深势阱的基态波函数的分布。无穷深势阱的波

函数完全局限在势阱内部，而有限深势阱的波函数在经典禁区内不为零。这是和量子

物理独有的性质，即量子有一定概率出现在动能为负（动量为虚）的区间。虽然经典

禁区内波函数最终趋于零，但几率密度不为零。正因为有限深势阱的波函数可以延展

超出势阱宽度，位于有限深势阱内部的量子的位置不确定度要比处于无穷深势阱的量

子的位置不确定度大，

∆x有限深势阱 > ∆x无限深势阱。

这导致无限深势阱内量子的动量不确定度大于有限深势阱内部量子的动量不确定度，

从而造成动能（也即能量本征值）的差异。随着离散能级的增加，量子出现在经典禁

区的概率也增大。当能量大于势阱高度时，量子体系将出现非束缚态（又称散射态）。

考虑关于 x = 0 对称分布的一维吸引势场 V (x)，设势函数在 x = 0 处有最小值。

设波函数的范围为 L（不确定关系告诉我们动量不确定度为 ∆p ∼ h̄/L。在束缚态中
〈
p
〉
= 0，因为没有参考方向。如果势函数在无穷远处为零（这为整个系统提供了能量

标度），那么总能量必须为负。我们可以近似地估算粒子动能的贡献

⟨T ⟩=
〈
p2

〉

2m
∼ h̄2

2mL2
,
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一维有限深势阱 垒 散射：E > V (x)

并假定此动能对应于基态。对于一维有限深势阱，因为隧穿效应，L 可以大于势阱宽

度 a。所以我们必须通过能量最小值来自洽地定出 L 值。此时势能的期待值不再是势

阱深度 −V0，而应该是 −V0 乘以粒子出现在势阱内的几率，所以

E(L) =
〈
T (L) +V (L)

〉 ≈ h̄2

2mL2
+

a
L
(−V0).

为得到基态，将 E(L) 对未知的局域尺度 L 求极值，

dE
dL

= 0 =⇒ L =
h̄2

maV0
≡ βa, β =

h̄2/ma2

V0
.

基态能量为

E(βa) = −ma2V 2
0

2h̄2
= −V0

2β
< 0 =⇒ |E|≪ V0,

所以在无穷远处有对称数值的吸引势场总是有束缚态。

无量纲常数 β 给出粒子局域在势阱内部的动能和势能的比值。如果势阱很浅

（|V0| 很小）或势阱很窄（a 很小），那么

β≫ 1 =⇒ L≫ a,

即粒子有大部分时间出现在势阱外部。我们无法直接观测到经典禁区内的粒子几率密

度，因为测量粒子位置的操作不可避免地改变粒子的动量，从而迫使粒子从经典禁区

回到经典物理允许的区域（即势阱内部）。大家可以用不确定关系估算一下。

动量波函数：感兴趣的同学请自行推导有限深势阱束缚态的动量空间波函数，验

证 V0→∞ 极限，并将之同朗道的无穷深势阱束缚态的动量空间波函数作比较。

一维有限深势阱 垒 散射：E > V (x)

哈密顿算符的本征函数构成一个完备函数集合，其中包括非束缚态的本征函数。

下面我们以一维散射过程来讨论哈密顿算符的非束缚态波函数。

散射过程

我们首先介绍关于“散射”概念，这可以帮助我们更好地理解即将进行的计算。

在后面课程中我们还会详细讲解散射的形式理论和具体应用。

反射系数和透射系数

考虑一维情况下的单粒子从左方向右传播，在 x = −a 和 x = a 处遇到势阱，发

生相互作用后进行散射。设势阱如下

V (x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

−V0 , |x| < a,

0 , |x| ≥ a.
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第 章 一维量子系统

因为在整个空间中粒子的能量大于零，所以它可以运到无穷远处。虽然我们可以用可

归一化的波包进行计算，但最终结果和平面波近似结果相同，所以下面我们采用平面

波近似计算这个散射过程。波函数可以写作如下形式：

ψ1(x) = Aeikx +Be−ikx, (x ≤ −a)
ψ2(x) = Ceiqx +De−iqx, (−a < x < a)

ψ3(x) = Feikx, (x > a) ,

其中

k =

√
2mE
h̄

, q =

√
2m(E+V0)

h̄2
.

能量守恒给出

(h̄q)2 = (h̄k)2+ 2mV0 =⇒ q2 − k2 = 2mV0
h̄

,

从中我们可以得到无量纲方程

(qa)2 − (ka)2 = 2ma2

h̄2
V0 ≡

(g
2

)2
,

其中 g 完全由势函数性质决定。上式是一个双曲函数，所以 k1 和 k2 没有限制，是非

束缚态。

我们共有 个待定参数（A,B,C,D,F），但仅有 个边界条件。因为波函数无法

归一化，所以我们只能得到四个比值（B/A,C/A,D/A,F/A）。我们感兴趣的物理量
是

透射系数 : T =

∣∣∣∣∣
F
A

∣∣∣∣∣
2
,

反射系数 : R =

∣∣∣∣∣
B
A

∣∣∣∣∣
2
.

势阱边界处边界条件为

ψ1 (−a) = ψ2 (−a) : Ae−ika +Beika = Ce−iqa +Deiqa

ψ′1 (−a) = ψ′2 (−a) : k
[
Ae−ika −Beika

]
= q

[
Ce−iqa −Deiqa

]

ψ2 (a) = ψ3 (a) : Ceiqa +De−iqa = Feika

ψ′2 (a) = ψ′3 (a) : q
[
Ceiqa −De−iqa

]
= kFeika.

由第 和 公式可得
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
A

B

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
2

(
1+ q

k

)
ei(k−q)a 1

2

(
1− q

k

)
ei(k+q)a

1
2

(
1− q

k

)
e−i(k+q)a 1

2

(
1+ q

k

)
ei(q−k)a

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
C

D

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

由第 和 公式得 ⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
C

D

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

F
2

(
1+ k

q

)
ei(k−q)a

F
2

(
1− k

q

)
ei(k+q)a

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
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一维有限深势阱 垒 散射：E > V (x)

结合以上两式可得
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
A

B

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
2

(
1+ q

k

)
ei(k−q)a 1

2

(
1− q

k

)
ei(k+q)a

1
2

(
1− q

k

)
e−i(k+q)a 1

2

(
1+ q

k

)
ei(q−k)a

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

F
2

(
1+ k

q

)
ei(k−q)a

F
2

(
1− k

q

)
ei(k+q)a

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

从上式中我们得

A
F

=
1
4

(
1+

q
k

)(
1+

k
q

)
e2i(k−q)a +

1
4

(
1− q

k

)(
1− k

q

)
e2i(k+q)a

= e2ika
[
1
4

(
2+

k2+ q2

kq

)
e−2iqa +

1
4

(
2− k2+ q2

kq

)
e2iqa

]

= e2ika
[
1
4

(
2+

k2+ q2

kq

)
(cos(2qa)− i sin(2qa)) + 1

4

(
2− k2+ q2

kq

)
(cos(2qa) + i sin(2qa))

]

= e2ika
[
cos(2qa)− i

2

(
k2+ q2

kq

)
sin(2qa)

]
.

同理可得 A/B。所以

F
A

= e−i2ka
2kq

2kq cos(2qa)− i(k2+ q2)sin(2qa)
,

B
A

= ie−i2ka
(q2 − k2)sin(2qa)

2kq cos(2qa)− i(k2+ q2)sin(2qa)
.

这两个表达式中得第一项表示入射波传播过 2a 距离后的相位，而第二项表示入射波

和势场作用后发生的相位移动。下面我们讨论势阱对透射和反射波的相位影响。以透

射波为例，我们可以将其写作如下形式

ψ3 = |F |eiφeikx, φ = φ̃ − 2ka.

这里 φ 标记透射波相对于入射波存在的“相移”，φ̃ 则代表完全由势场所带来的相位

变化，它由下式确定

tan φ̃ =
k2+ q2

2kq
tan(2qa).

当 E≫ V0 时，
k2+ q2

2kq
=

2E+V0

2
√
E(E+V0)

= 1+O
(V0
E

)
≈ 1,

故而势阱造成的相移和总相移为

φ̃ ≈ 2qa =⇒ φ ≈ 2a(q − k).

在高能散射情况下，透射波函数为

ψ3 = ψ1e
i[kx+2a(q−k)].

在高能极限（q ≃ k）下，ψ3 ∼ ψ1，此时将发生“全透散射”，因为势垒相对于入射粒

子的能量而言完全可以忽略。
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第 章 一维量子系统

从公式（ ）可以看出另一个发生“全透散射”的条件

B
A
∼ sin(2qa) = 0 =⇒ 2

√
2m(E −V )

h̄
a = nπ.

此时入射波能量为

E −V0 =
n2π2h̄2

8ma2
= n2E∞1 ,

其中 E∞1 是宽度为 2a 的无穷深势阱的基态能量。这种情况又被称作为“共振散射”。!
年 和 分别独立发现：当慢电子射向惰性原子（ ， ，

）气体时，一定能量的电子（E ∼ 0.1eV）会全部透射过去，仿佛惰性气体是透明

的。与弗兰克 赫兹实验不同的是，这个实验发生的是弹性散射。在经典物理中，电子

和惰性原子碰撞的几率应该随着入射电子的能量单调增加的。 年 等人 用

氦原子气体相互对撞，发现氦原子能量取某些值时，氦原子气体不发生任何碰撞，直

接穿透对方。因为处于基态的两个氦原子之间存在斥力，所以可以用简单的有限深方

势阱模型来处理。计算结果显示，有限深方势阱模型计算结果和实验符合的非常好。

在粒子物理中我们经常会遇到共振态。在宇宙早期这些共振态曾经大量存在，但

它们最终衰变到更轻的稳定粒子，时至今日已经难觅其踪。但我们可以在实验室通过

散射实验来重新制造出这些共振态。不过这些共振态的寿命非常短暂，会迅速地衰

变，导致我们无法之间观测到这些共振态。但它们的存在会反映在散射截面上。当

我们制备出这些共振态时，散射截面会变大——这就相当于我们上面所说的“共振散

射”。将透射系数（ ）在共振能级（ER）附近展开（为简单起见，我们只考虑最

低能量态）

sin(2qa) = π =⇒ ER =
π2h̄2

8ma2
+V0.

最小透射发生在 sin(2qa) = 1 处，

sin(2qa) = ±1=⇒ 2a
h̄

√
2m(E+V0) = (2n+ 1)

π
2
.

现在考虑共振能级附近的透射系数行为，将透射振幅在共振能级附近展开。为便于计

算，我们考虑透射振幅的倒数 A/F（忽略第一项指数因子，因为取模方为 ）

A
F
= cos(2qa)− i q

2+ k2

2kq
sin(2qa),

将 A/F 在 ER 附近展开，第一阶项为

(A
F

)∣∣∣∣∣∣
E=ER

= cosnπ = ±1.
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一维有限深势阱 垒 散射：E > V (x)

展开式的第二项为

d
dE

(F
A

)∣∣∣∣∣∣
E=ER

=

(
−i q

2+ k2

2kq
sin(2qa)

)

E=ER

= −i d
dE

(
q2+ k2

2kq

)

E=ER
✘✘✘✘✘✘✿0
sin(2qa) − i

(
q2+ k2

2kq
cos(2qa)

d(2qa)
dE

)

E=ER

= −i
(
q2+ k2

2kq
d(2qa)
dE

)

E=ER︸!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!︷︷!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!︸
≡Γ

cos(nπ)
︸!!!︷︷!!!︸
±1

= ∓i 2
Γ

忽略分母展开中的高阶项，我们得到

± 1∓ i 2
Γ
(E −ER) + · · ·=

2
Γ

(
±Γ
2
∓ i (E −ER)

)
.

将上式代入回透射系数公式中，我们得到共振能级附近的透射系数为

T (E) =
Γ2/4

(E −ER)
2+ Γ2/4

,

这就是大家熟悉的描述共振现象的“布莱特 魏格纳”（ ）分布，也被称

作为洛伦兹或柯西分布。Γ 表示分布最高值一半处所对应的能量展宽，被称作为衰变

宽度。它反比于共振态的平均寿命 Γ = 1/τ。
下面我们计算反射系数和透射系数。因为

cos2(2qa) +
1
4

(
k2+ q2

kq

)2
sin2(2qa)

= 1− sin2(2qa) + 1
4

(
k2+ q2

kq

)2
sin2(2qa)

= 1+ sin2(2qa)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
1
4

(
k2+ q2

kq

)2
− 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

= 1+ sin2(2qa)
1
4

(
q2 − k2
kq

)2
,

所以

1
T

=

∣∣∣∣∣
A
F

∣∣∣∣∣
2
= 1+

1
4

(
q2 − k2
kq

)2
sin2(2qa),

即

T =
1

1+
V 2
0

4E(E+V0)
sin2

√
8ma2V0

h̄2

(
E
V0

+ 1
) =

1

1+
1

4ϵ(ϵ+ 1)
sin2

(
g
√
ϵ+ 1

)
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第 章 一维量子系统

R = 1−T =
sin2

(
g
√
ϵ+ 1

)

4ϵ(ϵ+ 1) + sin2
(
g
√
ϵ+ 1

) =
1

1+
4ϵ(ϵ+ 1)

sin2
(
g
√
ϵ+ 1

)
,

其中

ϵ =
E
V0

, g2 =
8ma2V0

h̄2
.

势垒（E > V0 > 0）散射

当 E > V0 > 0 时，有限高势垒散射公式可以如下替换得到，

V0→−V0 , (ϵ+ 1)→ (ϵ − 1).

所以透射系数和反射系数为

T =
1

1+
1

4ϵ(ϵ − 1) sin
2
(
g
√
ϵ − 1

) ,

R = 1−T =
1

1+
4ϵ(ϵ − 1)

sin2
(
g
√
ϵ − 1

)
.

一维有限深势阱 垒 散射：E < V (x)

当入射粒子能量小于势垒高度时，区域 的波函数呈现指数形式，所以波函数为

ψ1(x) = Aeikx +Be−ikx, (x ≤ −a)
ψ2(x) = CeKx +De−Kx, (−a < x < a)

ψ3(x) = Feikx,
(
x >

a
2

)
,

其中

k =

√
2mE
h̄

, K =

√
2m(V −E)

h̄
.

此时结果可以从 E > V (x) 散射结果通过如下替换得到：

q→−iK =⇒ q2→−K2,

sin(iz)→ i sinh(z).

故而

1
T

= 1+
1
4

(
q2 − k2
kq

)
sin2(2qa)
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一维简谐振子

→ 1+
1
4

(
k2+K2

kK

)2
(−1)(−1)sinh2(2qa)

= 1+
1
4

(
k2+K2

kK

)2
sinh2(2qa).

透射系数和反射系数为

T =
1

1+
1

4ϵ(1− ϵ) sinh
2
(
g
√
1− ϵ

)

R =
T

4ϵ(1− ϵ) sinh
2
(
g
√
1− ϵ

)
.

一维简谐振子

如果将物理中处理的势场按照简单性列一个排行榜，毫无疑问，最为简单的势场

就是没有势场或常数势场——这对应于自由粒子运动。排名第二的是简谐振子势场，

V (x) ∼ x2。也许有人会问为什么不是线性势场 V (x) ∼ x，但非常遗憾地是，我们的

运动方程是二阶微分方程，所以线性势比平方势复杂的多。

幂级数解法

谐振子势场是

V (x) =
1
2
mω2x2,

定态薛定谔方程是

− h̄2

2m
d2ψ(x)
dx2

+
mω2x2

2
ψ(x) = Eψ(x).

我们可以将上式变为无量纲的形式，定义 x = ρy，其中 ρ 为具有长度量纲的常数。此

时定态薛定谔方程化为

d2ψ(y)
dy2

− m2ω2ρ4

h̄2
y2ψ(y) = −2mEρ2

h̄2
ψ(y).

选取如下所示的无量纲量 ρ 和 ϵ

ρ ≡
√

h̄
mω

, ϵ =
2E
h̄ω

,

薛定谔方程可以进一步简化为

d2ψ(y)
dy2

− y2ψ(y) = −ϵψ(y),

ρ 和 ϵ 的选取和我们前面量纲分析得到的结果一致。
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第 章 一维量子系统

因为波函数在无穷远处趋于零，所以我们首先分析薛定谔方程在无穷远或大 |y|
处的行为

d2ψ(y)
dy2

≈ y2ψ(y),

其近似解为 ψ(y) = e±y
2/2。为了得到平方可积的波函数，我们可以尝试着“分离出”

无穷远处的行为，假设波函数具有如下形式

ψ(y) ≡H(y)e−y
2/2,

并要求函数 H(y) 在无穷远处有良好的收敛性。将上述猜测的波函数代入到无量纲薛

定谔方程中
d2

dy2
H(y)− 2y d

dy
H(y) + (ϵ − 1)H(y) = 0.

因为势场是对称的，所以波函数解一定是宇称的本征函数，具有特定的奇宇称和偶宇

称。这意味着 H(y) 可以按照宇称属性分类，这将大大简化波函数的求解过程。下面

我们以偶宇称本征态为例来求解波函数。

首先假设 H(+)(y) 函数可以展开为 y 的幂级数，所以偶宇称态的波函数是 y2 的

幂级数，

H(+)(y) =
∞∑

s=0

asy
2s,

它满足
∞∑

s′=1

2s′(2s′ − 1)as′y2s
′−2+

∞∑

s=0

(ϵ − 1− 4s)asy2s = 0.

因为
∞∑

s′=1

2s′(2s′ − 1)as′y2s
′−2 s′=s+1

====⇒
∞∑

s=0

2(s+ 1)(2s − 1)as+1y
2s,

所以我们有

∞∑

s=0

[
2(s+ 1)(2s+ 1)as+1+ (ϵ − 1− 4s)as

]
y2s =

∞∑

s=0

Bsy
2s = 0.

为了使上式对于所有 y 值都成立，要求所有系数 Bs 都为零，从而幂级数展开系数 as
要满足如下的递推关系

as+1 = as

[
4s+ 1− ϵ

2(s+ 1)(2s+ 1)

]
.

所有系数都依赖于一个常数 a0

a1 = a0
1− ϵ
2

, a2 = a1
5− ϵ
12

= a0
(5− ϵ)(1− ϵ)

24
, · · · ,

偶宇称态解为

ψ(+)(y) = a0

[
1+

a1
a0

y2+
a2
a0

y4+ · · ·
]
e−y

2/2.
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粗看起来，这个解有点奇怪，因为二次微分方程的解仅仅依赖于一个输入常数。原因

是我们直接选取的偶宇称态的波函数解，波函数导数为 ψ′(0) = 0 的约束条件已经自

动包含幂级数展开中。

下一个要回答的问题是，波函数是否收敛。这要求 H(+)(y) 发散性不要超过

e+y2/2。我们检验一下 H(+)(y) 幂级数展开式在固定 y 时的收敛性

as+1y2s+2

asy2s
=

4s+ 1− ϵ
2(s+ 1)(2s+ 1)

y2→ y2

s
→ 0 取 s→∞ 极限。

这是收敛的。但不幸的是，当我们将所有级数求和时会重新遇到发散性。为了更好地

说明这一点，我们将指数函数 ey
2
做级数展开

ey
2
= 1+ y2+

1
2!
(y2)2+ · · ·=

∞∑

s=0

1
s!

(
y2

)s
,

其紧邻级数的比值为
1

(s+ 1)!
(y2)(s+ 1)

1
s!
(y2)2

=
y2

s+ 1
≃ y2

s

这和 H(+)(y) 级数展开式的紧邻级数比值相同，说明

H(+)(y)→ ey
2
和 ψ(+)(y) = H(+)(y)e−

y2

2 → e+
y2

2 .

明显 ψ(+)(y) 在无穷远处呈现发散行为。这个问题的根源在于我们一开始假设

H(+)(y) 可以做无穷阶展开。如果我们将级数仅仅展开到有限阶就可以避免这个问题

了。如果某个 an = 0，那么级数递推关系保证之后的所有阶系数 an+k 都为零。级数

展开的截断条件是

an = 0=⇒ ϵ = (4n+ 1), n = 0,1,2, · · ·

从而有离散的量子化能级

E
(+)
n = h̄ω

(
2n+

1
2

)
, n = 0,1,2, · · · ,

相应的波函数为

ψ
(+)
0 (y) = a0e

−y2,

ψ
(+)
1 (y) = a0

(
1− 2y2

)
e−y

2
,

ψ
(+)
2 (y) = a0

(
1− 4y2+ 4

3
y4

)
e−y

2
,

· · ·

通过类似方法可得奇宇称解，设奇宇称波函数可如下展开

H(−)(y) =
∞∑

s=0

bsy
2s+1
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第 章 一维量子系统

我们得到递推关系，

bs+1 = bs

[
4s+ 3− ϵ

2(s+ 1)(2s+ 3)

]
,

和级数截断后得到离散能级

E
(−)
n =

(
2n+

3
2

)
h̄ω, n = 0,1,2, · · ·

总结上述能量本征值和本征函数得到

En =
(
n+

1
2

)
h̄ω 和 ψn(x) = CnHn(y)e

−y2/2,

其中 Hn(y) 被称作为厄米多项式

Hn(y) = (−1)ney2 dn

dyn
e−y

2
, 公式

而归一化系数 Cn 为

Cn =

√√
mω/h̄π
2nn!

=

√
1

ρ
√
π 2nn!

.

下面我们列出几个厄米函数具体的表达式，

ψ0(x) =

√
1

ρ
√
π

e−x
2/(2ρ2),

ψ1(x) =

√
1

2ρ
√
π

2
x
ρ
e−x

2/(2ρ2),

ψ2(x) =

√
1

2ρ
√
π

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣2

(
x
ρ

)2
− 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦e
−x2/(2ρ2),

ψ3(x) =

√
1

3ρ
√
π

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣2

(
x
ρ

)3
− 3x

ρ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦e
−x2/(2ρ2).

我们计算一下简谐振子势中定态解中量子出现在经典禁区的概率。经典拐点

（xC）的定义为

En = V (xn) 即
(
n+

1
2

)
h̄ω =

1
2
mω2(xCn )

2,

从中可得

xCn = ±
√

(2n+ 1)
h̄
ω

= ±
√
2n+ 1ρ.

粒子在经典禁区出现的概率定义

PC
n =

∫ −|xCn |

−∞

∣∣∣ψn(x)
∣∣∣2dx+

∫ +∞

|xCn |

∣∣∣ψn(x)
∣∣∣2dx = 2

∫ +∞

|xCn |

∣∣∣ψn(x)
∣∣∣2dx

=
2√

π 2nn!

∫ +∞
√
2n+1

e−y
2
H2

n (y)dy.
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因为
∫ ∞

1
e−y

2
dy = 0.1394,

∫ ∞
√
3
y2e−y

2
dy = 0.0495,

∫ ∞
√
5
(4y2 − 2)2e−y2dy = 0.6740

∫ ∞
√
7
(8y3 − 12y)2e−y2dy = 3.6363,

∫ ∞
√
9
(16y4 − 48y2+ 12)2e−y

2
dy = 26.86,

所以

PC
0 = 0.1573, PC

1 = 0.1116, PC
2 = 0.09507, PC

3 = 0.0855, PC
4 = 0.0789.

显然，随着 n 增大，粒子出现在经典禁区的几率减少，慢慢回到经典极限。

代数解法

我们在数学物理方法中经常会用到因子法求解微分方程，例如

an
dny(x)
dxn

+ an−1
dn−1y(x)
dxn−1

+ · · ·+ a1
dy(x)
dx

+ a0y0(x) = 0,

其中 an,an−1, · · · ,a0 是常数。定义

D̂ =
d
dx

,

我们可以将上面的微分方程写作为

(
anD̂

n + an−1D̂
n−1+ · · ·+ a1D̂+ a0

)
y(x) = 0.

这类似于 D̂ 的多项式。如果我们可以找到下面的 n 次方程

anx
n + an−=1x

n−1+ · · ·+ a1x+ a0 = 0

的实数根和虚数根（记作 ri），那么我们就可以将上述的微分方程因子化，

an

[
(D̂ − rn)(D̂ − rn−1) · · · (D̂ − r1)

]
y(x) = 0.

此时微分方程的独立解为

(
D̂i − ri

)
y(x) = 0, i = 1,2, · · · ,n.

每个微分方程都给出指数函数解，

yi(x) = cie
−rix,

所以通解为此 n 个解的线性叠加

y(x) =
n∑

i=1

cie
−r1x.
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所以因式分解法将 n 阶微分方程化为 n 个一阶微分方程。例如，自由运动粒子的运

动方程

d2ψ(x)
dx2

+ k2ψ(x) = 0 =⇒
(
D̂2+ k2

)
ψ(x) =

(
D̂+ ik

)(
D̂ − ik

)
ψ(x) = 0.

所以运动方程的通解为

ψ(x) = Ae+ikx +Be−ikx.

年和 年薛定谔发表了三篇文章讨论简谐振子势的代数解法——哈密顿

量的因式分解法 。这种解法主要基于经典哈密顿量中的坐标和动量的对称性，

H =
P2

2m
+

1
2
mωX2 =

1
2m

[
P2+ (mωx)2

]
=

1
2m

[
P2+X2

]
, X ≡mωx.

重新定义 X 后，经典哈密顿量具有旋转对称性。我们可以将经典哈密顿量写作如下

的对称形式

H =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

P√
2m

+ i

√
mω2

2
x

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

P√
2m
− i

√
mω2

2
x

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

在量子力学中，我们将动量算符表示为坐标空间中的微分算符后可以利用因式分解法

求解微分方程。但是因为量子力学中 X 和 P 不对易，所以需要非常小心处理。

定义如下算符 â 和 â†

â =

√
mω
2h̄

x̂+ i
p̂√

2mh̄ω
, â† =

√
mω
2h̄

x̂ − i p̂√
2mh̄ω

.

â ! â† 不是厄米算符，所以无法代表物理观测量。它们的对易子是

[
â, â†

]
=

[√
mω
2h̄

x̂+ i
p̂√

2mh̄ω
,
√

mω
2h̄

x̂ − i p̂√
2mh̄ω

]
=

i
h̄

{
−[x̂, p̂] + [p̂, x̂]

}
= 1,

即

ââ† = â†â+ 1 , â†â = ââ† − 1.

求逆可得

x̂ =

√
h̄

2mω
(â+ â†) , p̂ = i

√
mωh̄
2

(â† − â).

将之代入到哈密顿算符中

Ĥ =
1
2m

(
−mh̄ω

2

)(
â† − â

)2
+

mω2

2

(
h̄

2mω

)(
â+ â†

)2

=
h̄ω
2

(
â†â+ ââ†

)

= h̄ω
(
â†â+

1
2

)
= h̄ω

(
ââ† − 1

2

)
.
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因为不确定关系，哈密顿算符无法完全因子化，表现为等式右方出现的常数 1/2。我
们前面通过幂级数方法得到第 n 能级的能量本征值是

Ĥψn(x) = h̄ω
(
n+

1
2

)
ψn(x),

所以

Ĥψn(x) = h̄ω
(
â†â+

1
2

)
ψn(x) = h̄ω

(
n+

1
2

)
ψn(x)

=⇒ N̂ψn(x) ≡ â†âψn(x) = nψn(x),

即 ψn(x) 是 N̂ ≡ â†â 的本征值为 n 的本征函数。

下面我们看一下 â 和 â† 的物理意义。首先，â 作用在简谐振子的本征函数上得

到的新波函数仍然是哈密顿算符的本征函数。以第 n 能级的本征波函数 ψn(x) 为例，

Ĥâψn = h̄ω
(
ââ† − 1

2

)
âψn = âh̄ω

(
â†â− 1

2

)
ψn = âh̄ω

(
â†â+

1
2
− 1

)
ψn

= h̄ω(n− 1)âψn = (En − h̄ω)aψn ,

所以 aψn(x) 也是 Ĥ 的本征函数，本征值为 En − h̄ω = En−1。这意味着 â 算符将简谐

振子从第 n 个能级降下一个能级到第 n− 1 个能级

ψn(x)
â−−−−−−→ ψn−1(x),

相对于 ψn(x)，âψn(x) 减少了一个能量量子 h̄ω，所以人们通常将 â 称作为降算符或

湮灭算符。

同样可验证 â†ψn(x) 也是 Ĥ 的本征函数，其本征值为 En + h̄ω

Ĥâ†ψn(x) =
(
â†â+

1
2

)
h̄ω

(
â†ψn(x)

)
= â†

(
ââ†+

1
2

)
h̄ωψn(x)

= â†
(
Ĥ + h̄ω

)
ψn(x) = (En + h̄ω) â†ψn(x).

这意味着 â† 算符将简谐振子从第 n 个能级上升一个能级到第 n+ 1 个能级

ψn(x)
â†−−−−−−−−→ ψn+1(x),

相对于 ψn(x)，â†ψn(x) 增加了一个能量量子 h̄ω，所以人们通常将 â† 称作为升算符

或产生算符。

因为 Ĥ ∼ x̂2, p̂2，所以简谐振子的能量恒大于零。系统必定存在一个最低能态

（记作 ψ0(x)）使得

âψ0(x) = 0,

否则使用 â 持续作用在任一本征态上总可以得到负能量。最小能量态的能量（零点

能）为

Ĥψ0(x) =
(
â†â+

1
2

)
h̄ωψ0(x) =

1
2
h̄ωψ0(x) =⇒ E0 =

1
2
h̄ω.
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非零的零点能来自于不确定关系。

通过上面讨论可知，第 n 能级的波函数可通过将升算符 â† 作用在基态 n 次后得

到，

ψ0

(
â†

)n

−−−−−−−−−−−→ ψn(x) = C
(
â†

)n
ψ0 ≡ Cun(x),

C 为待定归一化系数,

并且通过和幂级数解法得到的能级进行比较后知道

N̂ψn(x) = â†âψn(x) = nψn(x).

下面我们通过升降算符操作推导这个结果。将 N̂ 算符作用在 un ≡
(
â†

)n
ψ0 上得

N̂un =
(
â†â

)(
â†

)n
ψ0 = â†

(
ââ†

)(
â†

)n−1
ψ0

= â†
(
â†â+ 1

)(
â†

)n−1
ψ0 =

(
â†

)2
â
(
â†

)n−1
ψ0+

(
â†

)n
ψ0

=
(
â†

)n
ψ0+

(
â†

)2 (
ââ†

)(
â†

)n−2
ψ0

=
(
â†

)n
ψ0+

(
â†

)2 (
â†â+ 1

)(
â†

)n−2
ψ0 = 2

(
â†

)n
ψ0+

(
â†

)3
â
(
â†

)n−3
ψ0

= · · ·
= n

(
â†

)n
ψ0+✘✘✘✘✘✘✘✿0(

â†
)n+1

âψ0

= nun

所以

N̂ψn(x) = N̂Cun(x) = nCun(x) = nψn(x).

所以第 n 能级的能量本征值为

Ĥψn(x) = h̄ω
(
N̂ +

1
2

)
ψn(x) =

(
n+

1
2

)
h̄ωψn(x),

即共有 n 个量子（每个量子能量为 h̄ω）占据第 n 能级，所以通常人们将算符 N̂ 称

作为粒子数算符。

我们已知升算符作用在 ψn(x) 上可以得到 ψn+1(x)，

ψn+1(x) = Dâ†ψn(x),

但还有一个常数 D 待定。下面我们通过升降算符的具体微分形式推导 D。在坐标空

间中升降算符为

â =
1√
2

(
d
dy

+ y

)
, â† =

1√
2

(
− d
dy

+ y

)
.

将波函数 ψn+1(x) 做标积
∫
ψ∗n+1(x)ψn+1(x)dx
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= |D|2
∫ (

â†ψn(x)
)∗ (

â†ψn(x)
)
dx

= |D|2 1√
2

∫ (
− d
dy

+ y

)
ψ∗n(x)

(
â†ψn(x)

)
dx

= −|D|2 ρ√
2✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✿0

ψ∗n(x)
(
â†ψn(x)

)∣∣∣∣∣∣

+∞

−∞
+ |D|2

∫
ψ∗n(x)

1√
2

(
d
dy

+ y

)(
â†ψn(x)

)
dx

= |D|2
∫
ψ∗n(x)ââ

†ψn(x)dx = |D|2
∫
ψ∗n(x)

(
â†â+ 1

)
ψn(x)dx

= |D|2(n+ 1)
∫
ψ∗n(x)ψn(x)dx,

要求 ψn 和 ψn+1 都是归一化的，并取 D 为实数的相位约定，我们得到

D =
1√

n+ 1

以及递推关系

â†ψn(x) =
√
n+ 1ψn+1(x).

应用上述的递推关系我们得到 ψn(x)（公式 ）中的常数 C，

ψn =
1√
n!

(
â†

)n
ψ0(x).

同理可得另外一个递推关系

âψn(x) =
√
nψn−1(x).

将升降算符点入到 x̂ 和 p̂ 中得到

x̂ψn =

√
h̄

2mω

(√
nψn−1+

√
n+ 1ψn+1

)
,

p̂ψn = −i
√

mh̄ω
2

(√
nψn−1 −

√
n+ 1ψn+1

)
.

因为 x̂ 和 p̂ 要改变宇称，所以它们在 ψn(x) 态的平均值为零。这也可以从上面的递

推关系看出。

下面我们求解在第 n 能级的测量粒子坐标和动量的不确定关系。坐标算符平方

的平均值为

〈
x̂2

〉
n

=
h̄2

2mω

∫
ψ∗n(x)

(
â2+ ââ†+ â†â+

(
â†

)2)

=
h̄2

2mω

∫
ψ∗n(x)

(
ââ†+ â†â

)
ψn(x)dx

=
h̄2

2mω

∫
ψ∗n(x)

(
2â†â+ 1

)
ψn(x)dx
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=
h̄2

mω

(
n+

1
2

)
,

同理可得动量算符平方的平均值为

〈
x̂2

〉
n
=mh̄ω

(
n+

1
2

)
.

所以同时测量粒子坐标和动量的统计涨落为

(∆x∆p)n =

√
h̄

mω
mh̄ω

(
n+

1
2

)2
=

(
n+

1
2

)
h̄.

我们注意到不确定关系随着量子数 n 依次递增，简谐振子的基态满足不确定关系的

下限

(∆x∆p)0 =
h̄
2
,

这是高斯函数的特性。

我们可以通过基态条件 âψ0(x) = 0 求解出基态波函数。从

âψ0(y) =
1√
2

(
d
dy

+ y

)
ψ0(y) = 0

可得

ψ0(y) = Ae−y
2/2.

归一化后得到

A =
(mω
πh̄

)1/4
,

和

ψ0(x) =
(mω
πh̄

)1/4
e−y

2/2 =

√
1

ρ
√
π

e−x
2/(2ρ2).

一维 δ(x) 势阱

详见格里菲斯的量子力学 节。
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