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第 章 希尔伯特空间和算符

年波动力学起源于德布罗意的奇思妙想，但它是在 年在薛定谔工作之

后才被人们普遍承认。早在 年海森堡基于哲学思辨后提出了一个繁复得让人发

狂的理论，这个理论给出了一系列的奇怪系数。玻恩迅速地识别出海森堡引入的符号

乘法就是矩阵乘法。到 年初， 学派（包括海森堡、玻恩、乔丹等人）

已经奠定了矩阵力学的基础。 年 月 日，海森堡应邀在剑桥做了有关的学

术报告。狄拉克听完报告后仔细研读海森堡的文章 ，发现海森堡工作的核心之处在

于坐标和动量的不对易性质。狄拉克基于这种不对易性质发展出一套全新的理论形

式。这个理论完全等同于 理论，但狄拉克的理论更具有普适性，也更为优

美。 年底薛定谔和 年初狄拉克二人独立的证明了矩阵力学和波动力学的等

价性，关于矩阵力学和波动力学的争议终于烟消云散了。两种理论体系的统一是基于

希尔伯特空间分析，公理化体系最终由希尔伯特和冯纽曼在 年完成。本章内容

涉及较多数学证明，我们仅仅给出必要的证明过程，其他的仅给出结论。

年，希尔伯特时年 岁，被公认为继彭加莱之后最伟大的数学家。薛定谔

岁，正值壮年。狄拉克小朋友年仅 岁，正在剑桥读书。在希尔伯特、薛定谔和狄

拉克等老中青三代人看来，量子理论到底有什么问题哪？第一，存在两个版本的理论

体系，人们必须选择哪个更加好。即便我们从实用主义的角度出发，同时接受波动方

程和矩阵力学，认为它们都是描述量子世界的正确理论，但这仍然让人感到不舒服。

其次，我们必须将理论所描述的体系局限在空间之中，为了描述超出坐标或动量之外

的物理现象，我们必须对这两种理论进行修改扩充，使其适用于更加一般的物理系统。

例如费米子自旋、强子同位旋、弱同位旋、和夸克的色空间等都无法用传统的坐标或

动量表示，我们只能用抽象的数学来描述这些无法直接“看到”的世界中的物理现象。

再次，波动理论还存在一些模糊不清的地方，例如波函数并不是独一无二的，之前我

们已经看到坐标空间波函数和动量空间波函数完全等价，这同样让人感到不满意。在

这种等价性的背后一定隐藏着未知的数学结构。下面我们介绍一下量子力学的数学形

式理论。对于粒子在空间中运动，这种抽象化只不过是就将数学公式重新改写作另一

种语言。但新语言的引入使得我们对量子物理的认识发生了革命性的改变。它允许我

们将量子理论推广到那些没有经典对应的量子体系的。这里我们并不准备给出严格
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的证明，只会用数学来帮助我们更好地理解物理。其实唯一的困难是学习新的数学

语言，当我们熟悉新语言后，事情就变得非常简单，但学习新语言往往是初期最困难的。

!
新语言威力的一个范例就是麦克斯韦方程。 年 月 日，麦克斯韦向皇家科

学院提交了统一电磁相互作用的论文。麦克斯韦总计用了 种符号来写下他著名的

方程组，例如

磁力(α,β,γ)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dγ
dy
− dβ
dz

= 4πp′

dα
dz
− dγ
dx

= 4πq′

dβ
dx
− dα
dy

= 4πr ′

麦克斯韦写到：“在这些电磁场的公式中，我们已经引入了 个变量。在这 个变

量中，我们发现了 个方程。如果我们明确知道所研究问题的边界条件，那么这些

方程就可以完全确定这 个变量”。如果量子力学期末考试题目是求解关于 个变

量的 个微分方程构成的方程组，你会不会头晕？采用向量和向量分析的方法，我

们可以进一步简化麦克斯韦方程

∇ · B⃗ = 0, ∇ · E⃗ =
ρ
ϵ0

, ∇× E⃗ = −(B⃗
(t

, c2∇× B⃗ =
j
ϵ0

+
(E⃗
(t

,

它们只用到 个符号，而且得到了真空中电磁场的传播方程
(
(2

c2(2t
−∆

)
E⃗ = 0.

当考虑电磁场的相对论协变性时，麦克斯韦方程组可以简化为

(µF
µν = jν ,

只用到了 个符号。虽然上面这个公式在计算天线辐射时没有什么用处，我们还是要

回到 个符号的方程，但这又一次证明了物理学第零定律：“公式越短，物理越深

邃”。所以我们写文章时一定要通过各种定义式将公式变短 ，正如上边公式中

ϵ0 = c = 1, Aµ = (ϕ, A⃗), Fµν = (µAν − (νAµ, jµ = (ρ, j⃗).

希尔伯特空间

考虑两个波函数和他们的傅里叶变换， 定理告诉我们下面两个积分是

等价的 ∫
ψ∗1(r⃗, t)ψ2(r⃗, t)d3r =

∫
ϕ∗1(p⃗, t)ϕ2(p⃗, t)d3p.



曹
庆
宏

讲
义
草
稿

请
勿
传
播
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在希尔伯特等数学家眼中，“这个积分定义了这两个波函数的标量内积”。希尔伯特等

数学家将函数看做向量空间中是矢量或一点，并且使用几何语言来解决分析问题。在

通常的几何学中，一个矢量可以用给定参考系中的一组坐标值表示，但是长度和角度

等标量积与具体的坐标系无关。同一个矢量可以用许多或无穷个坐标系来表示。下面

我们首先回顾一下线性代数中的向量空间。

有限维的复向量空间——厄米空间

简单起见，我们考虑二维空间。选取基矢

e⃗1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , e⃗2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

矢量可以表示为

u =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
u1
u2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

共轭矢量为

ū =
(
u∗1 u∗2

)
.

厄米标量内积为

⟨v |u⟩= v∗1u1+ v∗2u2.

在此空间中我们定义矩阵的厄米共轭为

M†ij =
(
Mji

)∗
.

如果一个矩阵等于它的厄米共轭，M† = M 我们叫这个矩阵是厄米矩阵。厄米矩阵

有一个非常好的性质，它的本征值是实数，其归一化的本征向量构成了厄米空间的正

交归一的基矢。

平方可积函数

我们现在研究量子力学涉及的平方可积函数。如果一个实数变量的复函数满足

∫ +∞

−∞

∣∣∣f (x)
∣∣∣2dx <∞,

我们就称这个函数是平方可积的。数学上将这些平方可积函数的集合称作为 L2(R)。
这个集合中元素之间可以定义加法“ ”，同时也可以定义一个元素和一个复数的数

乘，这些操作之间满足分配律，此时称这些平方可积函数的集合构成了一个复向量空

间。可以验证任何平方可积的线性组合仍然是平方可积的。我们可以将上述的一维实

变量扩展到三维实变量，得到的复向量空间记作 L2(R3)。
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第 章 希尔伯特空间和算符

任取 L2(R) 上的函数 f (x) 和 g(x)，则它们的任何一个线性组合 G(x) = af (x)+

bg(x) 也是平方可积的。证明如下：

∫ +∞

−∞
|G(x)|2dx =

∫ +∞

−∞
|af (x) + bg(x)|2dx

= |a|2
∫ +∞

−∞
|f (x)|2dx+ |b|2

∫ +∞

−∞
|g(x)|2dx+ a∗b

∫ +∞

−∞
f ∗(x)g(x)dx+ ab∗

∫ +∞

−∞
f (x)g∗(x)dx

≤ |a|2
∫ +∞

−∞
|f (x)|2dx+ |b|2

∫ +∞

−∞
|g(x)|2dx+ 2|ab|

√∫ +∞

−∞
|f (x)|2dx

√∫ +∞

−∞
|g(x)|2dx

< ∞,

其中我们用到 不等式

∫ +∞

−∞
f ∗(x)g(x)dx ≤

√∫ +∞

−∞
|f (x)|2dx

√∫ +∞

−∞
|g(x)|2dx .

厄米和简谐振子本征方程

我们之前求解过简谐振子势的微分方程，得到了厄米多项式——是查理斯 厄米

（ ）在 年得到的。厄米定义了两个复函数 f 和 g 的厄米标量积

（ ）

〈
g |f 〉=

∫
g∗(x)f (x)dx,

此内积对于 f 函数是线性的，而对于 g 函数是反线性的，所以具有厄米对称性

〈
g |f 〉= 〈

f |k⟩∗ .

这也使得我们可以定义 f 函数的模（ ）

||f ||2 =
∫ ∣∣∣f (x)

∣∣∣2dx.

数学形式上，这和我们上面讨论的有限维空间的情况完全相同，但它的收敛性或者拓

扑性是不同的。

厄米研究我们遇到的量子简谐振子势的本征值问题

ĥϕn(x)

(
x2 − d2

dx2

)
ϕn(x) = εn(x),

并得到了所有平方可积解 {ϕn(x),εn}，

ϕn(x) = γne
x2/2 dn

dxn
e−x

2
, εn = 2n+ 1, n = 0,1,3, · · ·
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希尔伯特空间

这些函数可以归一化（||ϕ||= 0），归一化因子

γn = π−1/42−n/2(n!)−1/2.

而且可以验证，厄米函数是正交的，它们组成一个正交归一的函数集。

厄米发现了一个非常重要的性质：所有平方可积函数都可以用厄米函数集合展

开，

∀f ∈ L2(R), f (x) =
∞∑

n=0

Cnϕn(x), Cn =
〈
ϕn |f

〉
.

换言之，厄米函数集合构成了向量空间 L2(R) 的希尔伯特基矢。毫无疑问，这是非常
非常重要的发现。取厄米函数为基时，函数 f (x) 完全由其展开系数独一无二地确定

f (x)←−−→ {Cn}.

正如解析几何中向量一样，选取基矢后我们就可以“忘掉”基矢，只需要和向量在各

基矢方向上的投影打交道了。所以我们也可以忘掉厄米函数构成的希尔伯特基矢，只

需关系平方可积函数的展开系数。例如两个平方可积函数 f (x) 和 g(x)，设其展开行

为是

f (x) =
∞∑

n=0

Cnϕn(x) , g(x) =
∞∑

n=0

Bnϕn(x).

f (x) 和 g(x) 的内积为

(g , f ) =
∞∑

n=0

B∗nCn.

令 g = f 我们就得到了 f (x) 模方为

||f ||2 = (f , f ) =
∞∑

n=0

|Cn|2.

ĥ 算符作用在 f (x) 上得

ĥf (x) =
∞∑

n=0

Cnĥϕn(x) =
∞∑

n=0

Cnεnϕn(x),

“能量”平均值为

(f , ĥf ) =
∞∑

n=0

εn|Cn|2.

希尔伯特空间

平方可积函数构成了一个希尔伯特空间——具有复向量空间的三个性质（正定内

积，线性和数乘）。这个空间是无穷维的，我们这里不详细讨论有限和无限维的区别，
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第 章 希尔伯特空间和算符

感兴趣的同学可自行学习，我们只需记住，无限维向量空间的代数规则和有限维向量

空间中一样就可以了。

量子力学的第一条假设：“体系的量子状态可用适合的希尔伯特空间中的矢量

（简称为态矢量）描述”。态矢量中包含了体系全部的物理信息，并不局限于坐标和动

量。对于三维空间中运动的粒子，希尔伯特空间是三个实数变量 (x,y,z) 数域上的平

方可积函数构成的向量空间，通常即作为 L(R3)。

将波函数视作为希尔伯特向量空间中矢量后，我们可以得到如下的几何性质：

ψ =
N∑

i=1

aiφi , ai =
(φj ,ψ)
φj ,φj

,

从而

ψ =
∑

j

(φj ,ψ)
φj ,φj

φj .

矢量内积为

(ψ,ψ′) =
∑

ij

(φj ,ψ)∗(φi ,ψ′)
(φj ,φj)(φi ,φi)

(φj ,φi) =
∑

i

(φi ,ψ)∗(φi ,ψ′)
(φi ,φi)

.

狄拉克符号

满足薛定谔方程的波函数 ψ(r⃗, t) 对应于希尔伯特空间 L(R3) 中一个矢量。从平

面几何中我们学到，矢量之间的方位关系不依赖于具体的坐标系选取。我们已经知

道，坐标空间波函数和动量空间波函数是完全等价的，这相当于选取了不同的基矢或

不同的表象。所以，将波函数视作为希尔伯特空间中矢量后，我们应该可以进一步抽

象化，采用希尔伯特空间中的不依赖于具体表象的态矢量 ψ(t) 来描述物理体系的量

子状态。狄拉克引入了符号 |· · ·⟩ 来表示抽象的态矢量

矢（右矢） :
∣∣∣ψ(t)

〉
=⇒ 希尔伯特空间 H 中的元素

矢（左矢） :
〈
ψ(t)

∣∣∣ =⇒ 希尔伯特空间的对偶空间 Hd 中的元素,

内积 :
〈
φ

∣∣∣ψ
〉 ≡ (φ,ψ).

左矢和右矢具有如下属性：

每一个右矢都存在一个单独的左矢，反之亦然，同时满足如下的数乘关系
∣∣∣ψ

〉∗
=

〈
ψ
∣∣∣

(
α
∣∣∣ψ

〉)∗
= α∗

〈
ψ
∣∣∣

∣∣∣αψ
〉
= α

∣∣∣ψ
〉 〈

αψ
∣∣∣= α∗

〈
ψ
∣∣∣ .

标积性质：

复共轭：
〈
φ

∣∣∣ψ
〉∗
=

〈
ψ

∣∣∣φ
〉

线性：
〈
φ

∣∣∣a1ψ1+ a2ψ2
〉
= a1

〈
φ

∣∣∣ψ1
〉
+ a2

〈
φ

∣∣∣ψ2
〉

反线性：
〈
a1φ1+ a2φ2

∣∣∣ψ
〉
= a∗1

〈
φ1

∣∣∣ψ
〉
+ a∗2

〈
φ2

∣∣∣ψ
〉
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不等式

|〈ψ
∣∣∣φ

〉 |2 ≤ 〈
ψ

∣∣∣ψ
〉〈
φ

∣∣∣φ
〉
;

三角不等式 √〈
ψ+φ

∣∣∣ψ+φ
〉 ≤

√〈
ψ

∣∣∣ψ
〉
+

√〈
φ

∣∣∣φ
〉

正交归一

正交：
〈
ψ

∣∣∣φ
〉
= 0

归一：
〈
ψ

∣∣∣ψ
〉
=

〈
φ

∣∣∣φ
〉
= 1

禁止的物理量：

如果
∣∣∣φ

〉
和

∣∣∣φ
〉
同属于一个希尔伯特空间，则

∣∣∣ψ
〉∣∣∣φ

〉
和

〈
φ
∣∣∣ 〈ψ

∣∣∣ 是禁止的；
如果属于不同的希尔伯特空间，则可通过直乘构造更大的希尔伯特空间。!

狄拉克符号总结：

狄拉克符号 波函数
∣∣∣ψ

〉
ψ(r)

∣∣∣ψ(t)
〉

ψ(r, t)
〈
ψ2

∣∣∣ψ1
〉

∫
ψ∗2(r)ψ1(r)d3r

||ψ||2 = 〈
ψ

∣∣∣ψ
〉

∫
|ψ(r)|2d3r

〈
ψ2

∣∣∣Â
∣∣∣ψ1

〉 ∫
ψ∗2(r)Âψ1(r)d3r

⟨a⟩=
〈
ψ
∣∣∣Â

∣∣∣ψ
〉 ∫

ψ∗(r)Âψ(r)d3r.

算符

在量子力学中我们用算符表示可观测的物理量。算符表示对波函数的操作，它的

作用是测量前物理体系的波函数转化为测量操作自身的一个本征态上。本章中我们将

讨论算符的一般性质。

算符基本性质

首先，态叠加原理要求，可观测物理量对应的算符必须是线性的。线性算符满足

Ô(cψ) = cÔψ ,

Ô(c1ψ1+ c2ψ2) = c1Ôψ1+ c2Ôψ2.
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态叠加原理还要求：可观测物理量算符的本征方程必须是线性齐次方程。例如

Ôψ = A ! 0

不满足态叠加原理。设 ψ1 和 ψ2 满足上面的方程，

Ô(c1ψ1+ c2ψ2) = c1Âψ1+ c2Âψ2 = A(c1+ c2) ! A,

所以只有 A = 0 时才可以满足态叠加原理。

下面定义算符有关的具体性质：

算符之积 对任意波函数，

(ÂB̂)ψ ≡ Â(B̂ψ).

普通的复数 α 也可视作为一个算符，其作用是将任意的波函数乘以 α

(αÂ)ψ ≡ α(Â)ψ.

算符之和：对任意波函数，

(Â+ B̂)ψ ≡ Âψ+ B̂ψ.

零算符 ∅̂

∅̂ψ ≡ 0, 0是零矢量。

零算符满足如下关系

∅̂Â = ∅̂, ∅̂+ Â = Â, α∅̂= ∅̂α = ∅̂.

单位算符 Î

Îψ = ψ, ÎÂ = ÂÎ= Â.

逆算符 A−1：对任意的波函数 ψ 和 ϕ，

Âψ = ϕ, R̂ϕ = ψ,

则称 R̂ 为 Â 的逆算符，记作为 R̂ ≡ Â−1，满足

ÂÂ−1 = Â−1Â = Î.

算符的复共轭、转置和厄米共轭

算符的复共轭定义如下：若对任意波函数都有

φ = Âψ , φ∗ = B̂ψ∗,
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算符

则称 B̂ 为 Â 的复共轭算符，以 Â∗ 表示。算符的复共轭就是将算符中所有复数量取

复共轭，因此

(ÂB̂)∗ = Â∗B̂∗ ,
(
Â∗

)∗
= Â.

算符的转置定义如下：如果对于任意的波函数 ψ 和 φ 都有

(ψ, Âφ) = (φ∗, B̂ψ∗) 或
∫
ψ∗Âφdx =

∫
φB̂ψ∗dx,

则称算符 B̂ 为算符 Â 的转置算符，记作 ˜̂A。算符乘积的转置满足

˜̂AB̂ = ˜̂B ˜̂A.

算符的厄米共轭是该算符取复共轭后再转置，记号是 Â†

Â† = ˜̂A∗,

作用在波函数上

(ψ, Â†φ) = (ψ, ˜̂A∗φ) 转置==== (φ∗, Â∗ψ∗) 复共轭===== (φ, Âψ)∗ 标积====
性质

(Âψ,φ),

即

(ψ, Â†φ) = (Âψ,φ).

算符的厄米共轭满足如下性质

(Â†)† = Â , (ÂB̂)† = B̂†Â†.

我们已经知道，只有厄米算符才能够表示可观测物理量。厄米算符定义为：如果

算符的厄米共轭是它自身，则称该算符为厄米算符，即

Â† = Â.

用波函数内积表示为

(ψ, Âφ) 厄米算符======
定义

(Â†ψ,φ) Â†=Â
===== (Âψ,φ) 标积====

性质
(φ, Âψ)∗.

厄米算符就有以下性质：

厄米算符相加、相减仍是厄米算符；但厄米算符之积并不一定是厄米算符。

因为

(ÂB̂)† = B̂†Â† = B̂Â ! ÂB̂.

只有 [Â, B̂] = 0 时，厄米算符 Â 和 B̂ 之积才是厄米算符。



曹
庆
宏

讲
义
草
稿

请
勿
传
播

第 章 希尔伯特空间和算符

厄米算符的平均值是实数

因为

(ψ2, âψ1) = (ψ2, Â†ψ1) = (ψ1, Âψ2)
∗,

令 ψ2 = ψ1 = ψ 得

(ψ, Âψ) = (ψ, Âψ)∗ =⇒
〈
Â
〉
是实数。

在任何波函数中平均值都为实数的算符必为厄米算符。数学语言描述如下

(ψ, Âψ) = (ψ, Âψ)∗ = (Âψ,ψ) =⇒ Â = Â†.

证明：令 ψ = ψ1 + λψ − 2，其中 λ,ψ1,ψ2 都是任意的。经重新定义的 ψ 代入

到上面的算符 Â 的平均值公式的左边得：

(ψ1+λψ2, Â(ψ1+λψ2))

= (ψ1, Âψ1) +λ(ψ1, Âψ2) +λ∗(ψ2, Âψ1) + |λ|2(ψ2, Âψ2)

代入平均值公式右边得到：

(Â(ψ1+λψ2),ψ1+λψ2)

= (Âψ1,ψ1) +λ(Âψ1,ψ2) +λ∗(Âψ2,ψ1) + |λ|2(Âψ2,ψ2)

= (Âψ1,ψ1) +λ(Âψ1,ψ2) +λ∗(Âψ2,ψ1) + |λ|2(ψ2, Âψ2),

其中最后一项我们用到了“平均值为实数”的假设，因为 ψ2 也是任意的波函

数。我们用公式（ ）减去公式（ ）得到

λ
[
(ψ1, Âψ2)−(ψ2, Âψ1)

∗] = λ∗
[
(ψ1, Âψ2)

∗−(ψ2, Âψ1)
]
= λ∗

[
(ψ1, Âψ2)−(ψ2, Âψ1)

∗]∗.

因为 λ 是任意复数，所以上面等式成立的条件是

(ψ1, Âψ2) = (ψ2, Âψ1)
∗ =⇒ Â† = Â.

厄米算符平方的平均值非负，
〈
Â2

〉
≥ 0。

对任意波函数 ψ，我们都有

(ψ, Â2ψ) = (ψ, ÂÂψ) = (Âψ, Âψ) = ||Âψ||2 ≥ 0.

两个厄米算符的对易子是反厄米的

[Â, B̂]† = (ÂB̂− B̂Â)† = B̂†Âdagger − Â†B̂† = B̂Â− ÂB̂ = −[Â, B̂].

所以，i[Â, B̂] 是厄米算符。

任何一个算符总可表示为两个厄米算符之和

Â = Â+ + iÂ−

其中

Â+ =
1
2
(Â+ Â†) , Â− =

−i
2
(Â− Â†).

量子力学假设：可观测物理量对应于一个厄米算符。
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厄米算符的本征值和本征函数

前面已经讨论过：在对量子体系进行一次测量之后，我们会得到一个测量值和与

此测量值相应的概率，具体测量值和概率取决于量子体系的初始状态以及测量操作。

如果在首次测量之后，我们迅速地重复相同的测量操作，那么我们将会得到和首次测

量完全相同的测量值，而且概率为 。这是物理学自洽性的必然要求，到目前为止我

们尚未发现任何实验现象违背上述的原则。物理学最重要的能力是预测和检验。在一

个物理体系没有受到任何外界干扰的情况下，在非常短的时间内（此时物理体系没有

充分的时间进行演化）对此物理系统进行多次全同测量操作，如果我们得到不同的测

量值，那就意味着物理学规律是完全不可检验的。综上所述，测量实质上是一个制备

过程，测量将物理体系初态变为和测量相关的某个状态，而且在这个新状态中测量值

A 是精确的，没有统计涨落。下面我们看一下这个物理体系的新状态和测量算符 Â

之间的关系。

对有一定概率分布（围绕最大概然测量值）的状态，进行一次测量，其偏差大小

可由一“涨落”来定义，即由方均根来定义

√
(ψ, (Â− Â)2ψ) =

√
(ψ, (Â2 − Â

2
)ψ) .

要是“涨落”为零，即测量值只取确定值，则要求

∆A =
√
(ψ,∆Â2ψ) =

√(
(Â−A)ψ, (Â−A)ψ

)
=

√∫ ∣∣∣(Â− Â)ψ
∣∣∣2dx = 0.

所以我们得到如下方程

(Â− Â)ψ = 0.

令这一特殊状态为 un，则有

Âun = Anun,

我们称上述方程为算符 Â 的本征方程。

显然，当且仅当物理体系处于算符 Â 的本征态所描述的状态时，测量 Â 所得的

测量值才是确定的（几率为 ），即为相应的本征值（这时测量“涨落”为零）。大量

的实验现象告诉我们：对一个物理体系进行测量操作，不论物理体系之前处于何种状

态，测量值必定是算符 Â 的本征值之一，记作 An，测量后体系将处于与 An 相应的

算符 Â 的本征态 un————这是量子力学的测量假设。

定理：厄米算符的本征值是实数，且相应不同本征值的本征函数是正交的，

(un,um) = 0.

证明：

（ ）本征值为实数上面已经证明过。
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（ ）令 um 和 un 为算符 Â 的两个不同本征值 Am 和 An 所对应的本征函数，

Âun = Anum , Âum = Amum.

所以

(um, Âun) = An(um,un),

(um, Âun) = (Âum,un) = (Amum,un) = A∗m(um,un)
Am为====
实数

Am(um,un),

两式相减得

(An −Am)(um,un) = 0.

因为 Am ! An，所以 (um,un) = 0，即两者正交。

—————— 得证 ♠

定理：厄米算符的本征函数构成一组完备的希尔伯特基矢。

此性质基于 的 。详细证明参见李政道先生的《基本粒

子与场论》书中 节。我们先看一下厄米算符本征矢完备性的应用（为简单起见，

我们先忽略可能存在的简并）：

任意态矢量
∣∣∣ψ

〉
都可以在厄米算符 Â 的本征函数组 {|ϕn

〉} 上展开，

∀
∣∣∣ψ

〉
,

∣∣∣ψ
〉
=

∑

n

Cn |ϕn
〉
, Cn =

〈
ϕn

∣∣∣ψ
〉
.

如果
∣∣∣ψ

〉
是已归一化的态矢量，那么

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉
=

∑

n

|Cn|2 = 1

Â 本征函数满足封闭性

Î =
∑

n

|ϕn
〉〈
ϕn| .

算符 Â 可在其本征函数基上自然展开

Â =
∑

n

an |ϕn
〉〈
ϕn| .

因此算符 Â 作用在
∣∣∣ψ

〉
上可得

Â
∣∣∣ψ

〉
=

∑

n

Cnan |ϕn
〉

,
〈
Â
〉
=

∑

n

an |Cn|2 .

其中 {|Cn|2} 是测得 {an} 的几率。
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小结：量子力学假设

小结：量子力学假设

下面我们总结一下量子力学中基本假设。不同的书有不同的定义，我们这里归纳

为 个假设（我们先不讨论全同性假设）。

第一假设（态叠加原理）：

每一个物理系统都具有一个适合的希尔伯特空间 H。在每一时刻，物理体系的状态都
完全由一个 H 中归一化的态矢量

∣∣∣ψ(t)
〉
描述。

每个态矢量的绝对相位不可测，但物理体系不同状态之间的相对相位不是任意

的，由初始条件给定，否则会破坏态叠加原理。例如，如果假设体系每个状态都具有

任意的相位， ∣∣∣ψ′1
〉
= eiδ1

∣∣∣ψ1
〉

,
∣∣∣ψ′2

〉
= eiδ2

∣∣∣ψ2
〉
,

那么 ψ1 和 ψ2 的叠加将违背态叠加原理

c1
∣∣∣ψ′1

〉
+ c2

∣∣∣ψ′2
〉
! c1

∣∣∣ψ1
〉
+ c2

∣∣∣ψ2
〉
.

第二假设（测量假定）：

（ ）每一个可观测物理量 A 都对应于作用在物理体系的希尔伯特空间 H 上的线性厄
米算符 Â，换言之，算符 Â 表示物理量 的可观测量。

（ ）设
∣∣∣ψ

〉
为测量前物理体系状态，测量物理量 A，无论测量前

∣∣∣ψ
〉
为何，测量后得

到的结果一定是 Â 的某个本征值 aα。这通常也被称作为量子化原理。

（ ）设 Â 的本征方程为 Âφα = aαφα，测量后得到 aα 的概率为
∣∣∣〈φα

∣∣∣ψ
〉∣∣∣2。这通常

被称作为“ ”。

（ ）测量后体系处于 φα 态，即

∣∣∣ψ
〉 Â
===⇒

∣∣∣φα
〉
.

测量操作对物理体系造成改变，这通常被称作为“波包塌缩”（

）。

第三假设（时间演化）：

设
∣∣∣ψ

〉
是物理体系在 t 时刻的状态函数。当没有任何干扰时，物理体系的时间演化行

为遵从薛定谔方程

i h̄
(
(t

∣∣∣ψ
〉
= Ĥ

∣∣∣ψ
〉
.

我们注意到量子力学中有两种与时间相关却截然不同的过程：第一种是物理体系

在没有干扰情况下的演化过程，这是完全决定性的。无论 Ĥ 是否随时间变化，在给

定某时刻 tf 的波函数
∣∣∣ψ(tf )

〉
和哈密顿量 Ĥ(tf )，以及另一时刻 ti 的哈密顿量 t̂i，我

们可以求解一阶微分方程得到 ψ(ti)。这既包括预测未来波函数，也包括逆推过去的

波函数。第二种就是不可逆的测量过程。通常情况下，测量操作会对物理体系造成不

可预测的干扰。当然了，波函数就是所测物理量的本征函数的情况下测量前后波函数
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不变。在一个理论体系中同时存在这两种截然不同的时间演化过程是让人困惑的，这

也是今天仍然困扰物理学家的难题。

适当的希尔伯特空间

在上面所述的量子力学假设中，我们提到“合适的希尔伯特空间”。现在我们了

解一下什么是“合适的”，即描述已知的物理体系的希尔伯特空间结构问题。

一维运动粒子的希尔伯特空间是 L2(R)，厄米函数 φn(x)（n 整数 ≥ 0）构成

此希尔伯特空间的完备基矢。在 x − y 平面内运动的粒子的合适的希尔伯特空间是
L2(R2)，即 x 和 y 变量的平方可积函数行程的线性空间。我们可以选取厄米函数集

合 {φm(x)φn(y)}（m,n 整数 ≥ 0）构成 L2)(R2) 的基矢。任何二维空间中的平方可积

函数 ψ(x,y) 都可以展开为 φm(x)φn(y) 的线性组合

ψ(x,y) =
∑

m,n
Cm,nφm(x)φn(y).

例如，二维的简谐振子的哈密顿算符是

Ĥ = − h̄2

2m
(2

(x2
+

1
2
mω2x2 − h̄2

2m
(2

(y2
+

1
2
mω2y2 = Ĥx + Ĥy .

明显，算符 Ĥx 和 Ĥy 作用在不同的变量上，因此它们彼此对易。分离变量得

Ĥxφn(x) = Enφn(x) , Ĥyφm(y) = Emφm(y),

所以总哈密顿算符 Ĥ 的能量本征值是 Ĥx 和 Ĥy 能量本征值之和

Ek = En +Em = (n+m+ 1)h̄ω

其相应的本征波函数是 Ĥx 和 Ĥy 本征函数之积

ψk(x,y) = φn(x)φm(y).

从数学上讲，两个变量的平方可积函数空间（L2(R2)）是两个单变量的平方可积函数

空间（L2(R)）的直乘。采用狄拉克符号，厄米函数的乘积 φn(x)φm(y) 记作为

∣∣∣ψn,m
〉
=

∣∣∣1 : φn
〉⊗

∣∣∣2 : φm
〉
,

其中（ ）和（ ）代表两个自由度，n 和 m 标记相应的本征态。符号 ⊗ 则代表“张
量积”（ ）。这时任何波函数（或态矢量）都可以写作

∣∣∣ψ
〉
=

∑

n,m
Cn,m

∣∣∣1 : φn
〉⊗

∣∣∣2 : φm
〉
.
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为了描述一个物理体系，我们首先需要知道物理体系的自由度（

）。在三维空间中一个自由运动粒子具有 x,y,z 三个方向的运动自由度，因为

具有 个自由度，而两个自由运动粒子则具有 6(= 3×2) 个自由度。如果粒子具有内
禀的自旋，那么它还具有额外的自由度。每一个自由度都对应于一个特定的希尔伯特

空间。例如，沿 x 方向运动粒子的状态就可以用基于 x 变量的平方可积函数构成的

向量空间描述。我们假设：当物理体系具有 n 个独立自由度时，物理体系希尔伯特空

间（H）是每一个自由度所对应的子希尔伯特空间（Hi，i = 1,2, · · · ,n）的直乘

H =H1 ⊗H2 ⊗ · · ·⊗HN .

直乘（ ）是用两个或多个小向量空间构造大向量空间的方法，通常也被

称作为 积。（张量是指具有多个指标的物理量；标量（ ），不具有指标

的物理量；矢量（ ）是指具有一个指标的物理量。）张量积具有以下性质：

如果希尔伯特空间 H1 和 H2 的维数，分别记作为 NL1 和 NH2，是有限的，那

么两个空间张量积后得到的空间（H =H1 ⊗H2）的维数是 NH = NH1 ×NH2。

在不产生混淆的情况下，我们可以采用简洁符号

|u⟩ ⊗ |v⟩ ≡ |u⟩ |v⟩ ≡ |u,v⟩ .

两个因子化的态矢量（|u⟩ ⊗ |v⟩ 和 |u′⟩ ⊗ |v′⟩）的厄米标积也是因子化的，
(〈
u′

∣∣∣⊗ 〈
v′
∣∣∣
)(
|u⟩ ⊗ |v⟩

)
=

〈
u′ |u⟩〈v′ |v⟩ .

示例

）两粒子体系：

考虑一维简谐振子势场中的两个质量分别为 m1 和 m2 的粒子，用 1 和 2 来标记

这两个粒子。描述这两个粒子构成的复合系统的希尔伯特空间是每个粒子各自的希尔

伯特空间的张量积

H =H1 ⊗H2 = L2(R)⊗L2(R) = L2(R2),

复合体系的哈密顿算符为

Ĥ =

(
p̂21
2m1

+
1
2
m1ω

2
1x̂

2
1

)
⊗ Î2+ Î1 ⊗

(
p̂22
2m2

+
1
2
m2ω

2
1x̂

2
2

)
.

在不造成混淆的前提下，我们通常采用精简的表述方式

Ĥ =
p̂21
2m1

+
1
2
m1ω

2
1x̂

2
1 +

p̂22
2m2

+
1
2
m2ω

2
1x̂

2
2.

从波函数角度来看，双粒子复合系统的状态可以用基于 x1 和 x2 两个独立变量的平方

可积函数 ψ(x1,x2) 来描述。此时 Ĥ 的本征基矢是

φn,m(x1,x2) = φn(x1/a1)φm(x2/a2), n,m为整数,
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其中 ai =
√
h̄/miωi；相应的能量本征值为

En,m =
(
n+

1
2

)
h̄ω1+

(
m+

1
2

)
h̄ω2.

当 m/n 是有理数时，能量本征值存在简并。L2(R2) = L2(x1)⊗L2(x2) 空间中的任意
平方可积波函数都可以在上面厄米函数构成的基矢展开

ψ(x1,x2) =
∑

n,m
Cn,mφn

(
x1
a1

)
φm

(
x2
a2

)
.

）三维空间中的单个粒子：

力学量完备集

我们前面给出了量子力学的理论框架，但并没有谈及具体的哈密顿量。在波动力

学中，我们通过经典对应量来猜测构造量子化的哈密顿算符形式。但在抽象的希尔伯

特空间理论中，起决定作用的并不是观测量算符的特殊形式，而是算符之间的对易关

系。对于许多简单的物理问题，我们可以通过经典对应形式来猜测得到算符对易关

系。但一般情况下，我们要通过对称性的考虑来确定物理体系的守恒观测量。在下面

我们讨论关于对易关系的几个重要问题：

算符对易子的性质；

不确定关系的一般形式；

对易算符的共同本征函数；

力学量完全集的概念

埃伦费斯特定理以及量子力学和经典牛顿力学的对应。!
“力学量”一词是历史遗留下来的。在量子力学发展初期，人们所关注的物理量（坐

标、动量、角动量和能量等）都是通过经典力学中所对应的物理量构造而成，所以人

们习惯性地用“力学量”来表示物理量，更准确的说法应该是“可观测物理量”。

算符对易子

年狄拉克研究海森堡的文章时意识到新量子理论的关键之处在于物理量的

不对易关系。量子力学中最神奇的性质就是在测量物理体系的不同性质时，例如位置

和动量，测量结果依赖于测量的顺序。这种近乎“荒谬”的现象从未在经典物理中出

现过，但它又是量子理论所必须的元素。海森堡困惑于此，他不敢在文章中详细说

明，甚至想方设法将测量的不对易性掩藏起来。狄拉克一开始没有理解海森堡的文

章，因为整篇文章中充满了哲学思辨，但数学推导却是异常笨拙（海森堡的数学是非

常好的）。狄拉克对哲学并不是特别感兴趣，他不反对哲学，但更关心的是数学严谨

性。他试图理解海森堡的文章，但很快就放弃了，因为他完全被海森堡文章给绕糊涂
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了。狄拉克性情严谨，做事一丝不苟，他重新一步步地推导海森堡的文章，在两周后

他发现了坐标和动量的不确定关系。因为知道“不对易代数”——矩阵代数，同时也

知道没有任何原理说明物理测量一定是对易的，狄拉克将不对易性作为量子力学的基

础并修改经典运动方程来建立一套全新自洽的量子理论。

为了描述两个测量操作的不同顺序的差异，人们定义了算符的对易子

[Â, B̂] ≡ ÂB̂− B̂Â,

当 [Â, B̂] = 0 时，称算符 Â 和 B̂ 对易。

算符关系式

[Â+ B̂, Ĉ] = [Â, Ĉ] + [B̂, Ĉ],

ÂB̂ = B̂Â+ [Â, B̂].

除此之外，还有一个经常使用的关系

[ÂB̂, Ĉ] = Â[B̂, Ĉ] + [Â, Ĉ]B̂,

这非常类似于微分关系式
d(ab)
dx

=
da
dx

b+ a
db
dx

.

证明过程如下：

[Â, B̂Ĉ] = ÂB̂Ĉ − B̂ĈÂ
= ÂB̂Ĉ − B̂ĈÂ+ (B̂ÂĈ − B̂ÂĈ)
= (ÂB̂Ĉ − B̂ÂĈ) + (B̂ÂĈ − B̂ĈÂ)
= [Â, B̂]Ĉ + B̂[Â, Ĉ].

!
在实际科研中我们经常会用到上面的技巧：A = A −B+ B = (A −B) + B，将具有某

种特征 B 的物理量从物理量 A 中提取出来。

将之推广到更一般情况

[ÂB̂Ĉ · · · , Ẑ ] = [Â, Ẑ ]B̂Ĉ · · ·+ Â[B̂, Ẑ ]Ĉ · · ·+ ÂB̂[Ĉ, Ẑ ] · · ·+ · · ·

上式的直接应用是

[Â, B̂] =
n−1∑

s=0

B̂s[Â, B̂]B̂n−s−1.

我们也可以通过递推法来证明上式。

下面讨论算符和算符函数的对易关系。假设算符函数可以展开为一个收敛泰勒级

数

f = f0+ f ′B+
1
2
f ′′ + · · · ,
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f0 ≡ f (0), f ′ ≡ df (x)
dx

∣∣∣∣∣∣
0
, · · · ,

则有

[Â, f (B̂)] = f ′[Â, B̂] +
1
2
f ′′

(
[Â, B̂]B̂+ B̂[Â, B̂]

)

+
1
3!
f ′′′

(
[Â, B̂]B̂2+ B̂[Â, B̂]B̂+ B̂2[Â, B̂]

)
+ · · · .

当 [Â, B̂] 和 B̂ 对易时，上述公式简化为

[Â, f (B̂)] = [Â, B̂]
(
f ′ + f ′′B̂+

1
2
f ′′′B̂3+ · · ·

)
= [Â, B̂]

df (B̂)

dB̂
.

这个公式非常有用，例如 [x̂, p̂] = i h̄ 只是一个数，和任意算符都对易，所以

[p̂,V (x)] = [p̂, x̂]
dV (x)
dx

= i h̄
dV (x)
dx

.

不确定关系的一般形式

年，海森堡提出他著名的测不准原理（即不确定关系）。当狄拉克看到它时

轻轻说道：“它是对的，因为我在 年已经证明了它”。下面我们给出测量任何两

个物理量需要满足的不确定关系。令
∣∣∣ψ

〉
代表物理系统的态函数。考虑可观测物理量

A 和 B，分别用算符 Â 和 B̂ 表示，记测量 A 和 B 的平均值为
〈
Â
〉
和

〈
B̂
〉
，以及相应

的统计涨落为 ∆A 和 ∆B。利用 不等式可以得到

∆A∆B ≥ 1
2

∣∣∣∣
〈
ψ
∣∣∣[Â, B̂]

∣∣∣ψ
〉∣∣∣∣ .

证明如下：对任意的波函数 ψ 以及算符 Â 和 B̂，定义如下两个波函数

ψ1 =
(
Â−A

)
ψ , ψ2 =

(
B̂−B

)
ψ,

其中 A 和 B 分别表示算符 Â 和算符 B̂ 在 ψ 波函数中的平均值。波函数 ψ1 和 ψ2 的

模方是

(ψ1,ψ1) =
((
Â−A

)
ψ,

(
Â−A

)
ψ
) Â厄米性
======

(
ψ,

(
Â−A

)(
Â−A

)
ψ
)

=
(
ψ,

(
Â−A

)2
ψ
)
= ∆Â2,

(ψ1,ψ1) =
(
ψ,

(
B̂−B

)2
ψ
)
= ∆B̂2.

由 不等式可知

(ψ1,ψ1) (ψ2,ψ2) ≥
∣∣∣(ψ1,ψ2)

∣∣∣2 .
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所以我们看一下不等式右方的 ψ1 和 ψ2 的内积。因为此内积为复数（例如 a+ ib，a

和 b 是实数），且复数模方大于复数虚部的模方（a2+ b2 ≥ b2），所以我们有

∣∣∣(ψ1,ψ2)
∣∣∣2 ≥

∣∣∣∣∣
1
2i

[(ψ1,ψ2)− (ψ2,ψ1)]

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣
1
2i

[((
Â−A

)
ψ,

(
B̂−B

)
ψ
)
−
((
B̂−B

)
ψ,

(
Â−A

)
ψ
)]∣∣∣∣∣

2

厄米性
=====

∣∣∣∣∣
1
2i

[(
ψ,

(
Â−A

)(
B̂−B

)
ψ
)
−
(
ψ,

(
B̂−B

)(
Â−A

)
ψ
)]∣∣∣∣∣

2

=

∣∣∣∣∣
1
2i

[(
ψ,

(
Â−A

)(
B̂−B

)
ψ
)
−
(
ψ,

(
B̂−B

)(
Â−A

)
ψ
)]∣∣∣∣∣

2

=

∣∣∣∣∣
1
2i

[(
ψ,

(
ÂB̂−AB̂− ÂB+AB

)
ψ
)
−
(
ψ,

(
B̂Â−BÂ− B̂A+BA

)
ψ
)]∣∣∣∣∣

2

线性
====

∣∣∣∣∣
1
2i

[(
ψ,

(
ÂB̂− B̂Â

)
ψ
)]∣∣∣∣∣

2
=

∣∣∣∣∣i
[
Â, B̂

]∣∣∣∣∣
2

4

将上式代入到公式（ ）可得

∆Â2∆B̂2 ≥

∣∣∣∣∣i
[
Â, B̂

]∣∣∣∣∣
2

4

或

∆A∆B ≥ 1
2

∣∣∣∣∣i
[
Â, B̂

]∣∣∣∣∣ .

这就是海森堡不确定关系的严格证明。

如果 Â 和 B̂ 对易，例如 [x̂, ŷ] = 0，那么我们可以同时测定 A 和 B 的数值。

如果 [Â, B̂] 是非零的常数（虚数），例如 [x̂, p̂] = i h̄，那么无论怎么努力改进实

验测量手段，我们都无法同时测准 A 和 B。

算符“涨落”还依赖于波函数的性质，因为不等式右方是 [Â, B̂] 对易子的平均

值。即便 [Â, B̂] ! 0，但只要在特定的波函数中 [Â, B̂] = 0，那么我们还是可以同

时测定 A 和 B。通常情况下，这些特定的波函数都是平庸的。

例如，轨道角动量算符满足

[
L̂x, L̂y

]
= i h̄L̂z ,

问：什么情况下 L̂x,y,z 具有共同本征函数使得在此特定波函数中三个轨道角动

量可以同时被测定？

设 L̂x,y,z 具有共同的本征函数
∣∣∣ψ

〉
，

L̂x
∣∣∣ψ

〉
=m1

∣∣∣ψ
〉
, L̂y

∣∣∣ψ
〉
=m2

∣∣∣ψ
〉
, L̂z

∣∣∣ψ
〉
=m3

∣∣∣ψ
〉
.

又因为

i h̄L̂z
∣∣∣ψ

〉
= i h̄m3

∣∣∣ψ
〉
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i h̄L̂z
∣∣∣ψ

〉
=

[
L̂x, L̂y

] ∣∣∣ψ
〉
= (m1m2 −m2m1)

∣∣∣ψ
〉
= 0,

所以 m3 = 0。同理可得 m1 =m2 = 0，所以 L̂x,y,z 的共同本征态（ψm1,m2,m3）对

应的量子数 m1 =m2 =m3 = 0，此共同本征函数描述的是平庸的空间分布，

ψ000 =
1√
4π
≡ Y00(θ,φ).

明显在 Y00(θ,φ) 中测量任意两个角动量的涨落均为零

∆L̂x∆L̂y =
1
2

∣∣∣∣h̄L̂z
∣∣∣∣= 0.

对易算符的共同本征函数组

之前我们已经讨论过如果在某个态函数（
∣∣∣ψ

〉
）中测量力学量 Â 得到完全没有涨

落的测量值 a，就意味着
∣∣∣ψ

〉
是 Â 的本征函数并满足本征方程

Â
∣∣∣ψ

〉
= a

∣∣∣ψ
〉
.

当两个算符对易时，我们可以同时测定两个物理量。下面我们讨论一下两对易算符的

共同本征函数组。

定理 ：如果两个力学量算符相应的算符 Â 和 B̂ 有一组正交、归一、完备的

共同本征函数组，那么这两个算符一定是对易的。

证明：设 {V (t)
nm } 为 Â 和 B̂ 算符的共同本征函数，

ÂV
(t)
nm = AnV

(t)
nm , B̂V

(t)
nm = BmV

(t)
nm ,

其中 n,m 分别为 Â 和 B̂ 本征值的指标，而上标 (t) 则表示可能存在的简并。因为厄

米算符的本征函数张开一个正交归一完备的向量空间，所以我们可以将任意波函数 ψ

展开为 V
(t)
nm 的线性组合

ψ =
∑

n,m,t
C
(t)
nmV

(t)
nm .

将 Â 和 B̂ 算符对易子作用在 ψ 上得

[Â, B̂]ψ =
∑

n,m,t
C
(t)
nm[Â, B̂]V

(t)
nm =

∑

n,m,t
C
(t)
n,m(AnBm −BmAn)V

(t)
nm = 0.

因为 ψ 是任意的，所以 [Â, B̂] = 0。

—————— 定理 得证 ♠

定理 ：如果两个力学量算符相应的算符 Â 和 B̂ 对易，那么它们有一组正交归一、

完备的共同本征函数组。
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证明：设 {φ(s)
n } 是算符 Â 的本征函数组，

Âφ
(s)
n = Anφ

(s)
n ,

其中 s 标记可能存在的简并。下面我们分别讨论不简并和简并两种情况。

（ ）s = 1 {φn} 不存在简并，
因为

ÂB̂φn
ÂB̂

====
对易

B̂Âφn = AnB̂φn,

所以 B̂φn 也是 Â 算符的本征值 An 相应的本征函数，与 φn 之间仅相差一个常数。记

此常数为 Bn，则有

B̂φn = Bnφn.

这就意味着，{φn} 是算符 Â 和 B̂ 的共同本征函数组。

（ ）s ! 1：φ(s)
n 存在简并。

设算符 B̂ 的本征函数组为 {u(r)
m }（r 表示可能存在的简并），

B̂u
(r)
m = bmu

(r)
m .

因为厄米算符 B̂ 的本征函数是完备的，所以我们可以将 φ
(s)
n 在 {u(r)

m } 基上展开，

φ
(s)
n =

∑

m,r
C
(s)m
nr u

(r)
m .

将展开后的波函数代入到算符 Â 的本征方程

Âφ
(s)
n = Anφ

(s)
n

中得到

Â
∑

m,r
C
(s)m
nr u

(r)
m = An

∑

m,r
C
(s)m
nr u

(r)
m

线性算符
=====⇒

∑

m

Â

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
∑

r

C
(s)m
nr u

(r)
m

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠=

∑

m

An

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
∑

r

C
(s)m
nr u

(r)
m

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

因为 u
(r)
m 并非是 Â 的本征函数，所以上式求和号的每一个 m 项并不一定是线性无关

的，我们无法直接看出
(∑

r C
(s)m
nr u

(r)
m

)
是 Â 的本征函数。

下面我们证明上面求和号中每一个 m 项，
(
Â
∑

r C
(s)m
nr u

(r)
m

)
，都是 B̂ 算符的相应

于本征值 bm 的本征函数。为此，将算符 B̂ 作用在等式（ ）左边得

B̂

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝Â

∑

r

C
(s)m
nr u

(r)
m

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

Â,B̂
====
对易

ÂB̂
∑

r

C
(s)m
nr u

(r)
m = Âbm

∑

r

C
(s)m
nr u

(r)
m

= bm

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝Â

∑

r

C
(s)m
nr u

(r)
m

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,
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即
(
Â
∑

r C
(s)m
nr u

(r)
m

)
是算符 B̂ 的本征值 bm 所对应的本征函数。将算符 B̂ 作用在等式

（ ）右边得

B̂

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝An

∑

r

C
(s)m
nr u

(r)
m

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠= bm

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝An

∑

r

C
(s)m
nr u

(r)
m

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

即
(
An

∑
r C

(s)m
nr u

(r)
m

)
也是算符 B̂ 的本征值 bm 所对应的本征函数。因为厄米函数不同

本征值所对应的本征函数彼此正交，所以有

Â
∑

r

C
(s)m
nr u

(r)
m = An

∑

r

C
(s)m
nr u

(r)
m ,

即
∑

r C
(s)m
nr u

(r)
m 是算符 Â 的本征函数。又因为我们定义 {u(r)

m } 是算符 B̂ 的本征函数

组，所以
∑

r C
(s)m
nr u

(r)
m 也是算符 B̂ 的本征函数。

下面我们验证完备性。任意的波函数 ψ 都可以展开为算符 Â 的本征函数的线性

组合

ψ =
∑

n,s
d
(s)
n φ

(s)
n =

∑

n,s
d
(s)
n

∑

m,r
C
(s)m
nr u

(r)
m

=
∑

n,s,m
d
(s)
n

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
∑

r

C
(s)m
nr u

(r)
m

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

即任意波函数都可展开为 {∑r C
(s)m
nr u

(r)
m } 的线性叠加，所以 {

∑
r C

(s)m
nr u

(r)
m } 是完备的。

—————— 定理 得证 ♠

力学量完全集

力学量完全集（更加准确的说法应该是，彼此对易的可观测物理量完全集，

，简记为 ）定义为：设力学量 Â, B̂, Ĉ, · · ·
彼此对易；它们的共同本征函数 uabc··· 是不简并的，即本征值 a,b,c, · · · 仅仅对应一个
独立的本征函数（可相差一个相位因子），则称这一组力学量的力学量完全集。

是最小的对易力学量集合，即从中去除任何一个力学量后就不在构成体系的 。

换言之，力学量完全集中的各观测量都是线性独立的。如果一个算符（Ô）和力学量

完全集中所有算符对易，那么 Ô 是力学量完全集的所有算符的函数。一般而言，一

个物理体系存在着无穷多个力学量完备集。人们根据具体处理的物理体系性质来选取

最简便的力学量完全集，但没有任何原理可以告诉我们，力学量完全集应该包含哪些

力学量或力学量算符的具体数目。

一维简谐振子的哈密顿算符 Ĥx

Ĥx =
p̂2x
2m

+
1
2
mω2x2,
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就是力学量完备集，因为每一个能量本征函数（ϕn(x)）都是非简并的。然而二维简

谐振子的情况就完全不同了。二维简谐振子的哈密顿算符是

Ĥx,y = Ĥx + Ĥy = −
h̄2

2m
(2

(x2
+

1
2
mω2x2 − h̄2

2m
(2

(y2
+

1
2
mω2y2,

我们可以选择的一组基矢是 {ϕn(x)ϕm(y)}，其中 ϕn(x) 和 ϕm(y) 分别是 Ĥx 和 Ĥy

的本征函数。Ĥx,y 的本征函数是存在简并的，其能量本征值

En,m = h̄ω(n+m+ 1)

在 n ! 0,m ! 0 时存在简并；例如 n+m = 1 时，可以有两种情况：n = 1,m = 0 和

n = 0,m = 1。明显 Ĥx,y 并不是力学量完全集。为了解除简并，我们需要选取其他的

算符：

我们可以选择 {Ĥx,Ĥy} 集合，此时 Ĥx 和 Ĥy 的本征值独一无二地确定了一个

本征函数；

我们也可以用一个单独的算符来标记物理体系，例如 Ĥπ = Ĥx +πĤy 就是力学

量完全集，因为 π 是无理数，所以 Ĥπ 的本征值

nπ =
(
nx +

1
2

)
+π

(
my +

1
2

)

可以独一无二地确定了体系的状态。但选取 Ĥπ 的坏处是制备一个能够直接测

量 nπ 的实验仪器是非常困难的，相比之下，测量 Ĥx,Ĥy 的实验仪器是容易制

备的。

虽然有不穷多的力学量完备集可供选择，但是通常我们只会选取实验上易行的方案。

完全确定的量子态

为什么力学量完全集的概念如此重要？当我们进行实验时，首先要确定整个实验

的初始状态是否像我们所设想的。例如二维简谐振子，如果仅仅知道物理体系的能量

是 nh̄ω，那么我们只能确定物理体系的状态处于一个由 ϕnx(x)ϕmy
(y) 函数张开的 n

维的子空间内（nx +my + 1 = n）。仅仅凭借体系能量的测量是无法将物理体系的状

态完全确定下来。因为 Ĥx 和 Ĥy 对易，所以我们可以同时测量物理体系在 x 和 y 方

向的能量，这样就可以完全将物理体系的状态确定下来。此时我们方可说，我们在研

究一个完全准备好的量子系统。

考虑一个处于某个状态（
∣∣∣ψ

〉
）的孤立系统，我们假设 {Â, B̂, · · · , X̂} 是力学量完全

集。我们依次测量所有的物理量 A,B, · · · ,X 并且得到测量值 aα ,bβ , · · · ,xξ，在这一系
列测量操作之后物理体系的状态是

∣∣∣ψ0
〉
= cP̂ξ · · · P̂βP̂α

∣∣∣ψ
〉
,

其中 c 是归一化常数，投影算符 P̂α , P̂β , · · · 是将任意波函数投影到力学量完全集算符
Â, B̂, · · · 的本征子空间中和本征值 aα ,bβ , · · · 相应的态函数上。态函数

∣∣∣ψ0
〉
是力学量
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第 章 希尔伯特空间和算符

算符集算符的本征函数，而且是独一无二的（当然有个任意相位无法确定）。当
∣∣∣ψ0

〉

被制备出来后，对它再测量力学量完全集中的任何算符都不会改变
∣∣∣ψ

〉
，例如，我们

在
∣∣∣ψ0

〉
中测量 Â 得到本征值 aα，之后测量 B̂ 得到本征值 bβ，在之后测量 Â 还是

得到本征值 aα，而且几率是 。注意：只要 Â, B̂, · · · , X̂ 对易，那么在
∣∣∣ψ0

〉
态中测量

A,B, · · · ,X 的顺序并不重要。如果物理系统的哈密顿算符和力学量完全集中所有算符
对易，那么上面的结论在任意时刻都成立。但当力学量完全集中个别算符和哈密顿算

符不对易，那么上面的结论仅仅在多个测量是非常接近时才成立。

力学量平均值随时间变化关系——埃伦费斯特定理

量子力学诞生之后人们就开始考虑的是如何将经典物理纳入到新理论框架中。如

果量子力学是比经典力学更为基本的理论，那么在某极限种情况下量子力学应该得到

经典物理。找到这种极限条件并建立经典物理量和量子力学量之间联系，促使埃伦费

斯特在 年研究并提出关于力学量平均值随时间变化规律的两条定理。为纪念埃

伦费斯特，人们将这两条定理命名为埃伦费斯特第一和第二定理。我们在前面推导坐

标空间中动量算符的微分形式时已经得到了埃伦费斯特第一定理，

d ⟨x̂⟩
dt

=
〈
p̂x

〉

m
,

下面我们推导一般情形下力学量（不再局限于坐标或动量算符）平均值随时间变化的

规律，并从中导出埃伦费斯特定理。

考虑物理量 Â 的平均值
〈
ψ
∣∣∣â
∣∣∣ψ

〉
对时间的变化，

d
dt

〈
Â
〉
=

(
(
(t

〈
ψ
∣∣∣
)
Â
∣∣∣ψ

〉
+

〈
ψ
∣∣∣ (
(t

Â
∣∣∣ψ

〉
+

∣∣∣ψ
〉
Â

(
(
(

∣∣∣ψ
〉
)
.

因为薛定谔方程及其共轭方程

i h̄
(
(t

∣∣∣ψ
〉
= Ĥ

∣∣∣ψ
〉
,

−i h̄ (
(t

〈
ψ
∣∣∣= Ĥ

〈
ψ
∣∣∣ ,

所以我们得到

d
dt

〈
Â
〉

=

〈
ψ
∣∣∣ (
(t

Â
∣∣∣ψ

〉
+

1
i h̄

〈
ψ
∣∣∣ÂĤ

∣∣∣ψ
〉
− 1
i h̄

〈
ψ
∣∣∣ĤÂ

∣∣∣ψ
〉

=

〈
ψ
∣∣∣ (
(t

Â
∣∣∣ψ

〉
+

1
i h̄

〈
ψ
∣∣∣[Â,Ĥ ]

∣∣∣ψ
〉
.

当算符不显含时间时，(Â/(t = 0，我们得到算符平均值随时间变化关系

d
dt

〈
Â
〉
=

1
i h̄
[Â,Ĥ ].
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力学量完备集

所以一个物理体系中不显含时间的算符 Â 是否随时间变化完全取决于此算符是否和

哈密顿算符对易。与物理体系 Ĥ 算符对易的不显含时间的力学量算符 Â 的平均值不

随时间变化，是个常数，我们称 Â 为物理体系的运动常数（通常也被称作为守恒量）。

但值得注意的是：运动常数们并不一定能同时取确定值，它们是否能够同时确定还依

赖于这些运动常数算符之间是否彼此对易。

例 ）设物理体系的哈密顿算符不显含时间。

因为 [Ĥ ,Ĥ ] = 0，所以 Ĥ 为守恒量，即物理系统的能量守恒。

例 ）自由粒子 Ĥ = ˆ⃗p2/2m。
因为

[ ˆ⃗p,Ĥ ] = 0 , [ ˆ⃗L,Ĥ ] = 0,

所以自由粒子的动量守恒且角动量守恒。这里我们用到角动量算符的性质：如果一个

矢量型算符 ˆ⃗v 和角动量算符对易关系满足

[L̂i , v̂j ] = i h̄
∑

ijk

ϵijkvk , v⃗ = r⃗, p⃗, L⃗

那么容易验证

[ ˆ⃗L, ˆ⃗v2] = 0,

因为

[L̂i , ˆ⃗v2] =
∑

j

[L̂i , v̂j ]v̂j +
∑

j

v̂j [L̂i , v̂j ] =
∑

j

ϵijk
︸︷︷︸
反对称

(vkvj + vkvj
︸!!!!!!!︷︷!!!!!!!︸

对称

) = 0.

注意：上式在 v⃗ 各自分量并不对易的情况下也成立。因为 L̂i 和 (x̂2+ ŷ2+ ẑ2)对易，所

以 L̂i 和 r ≡
√
x̂2+ ŷ2+ ẑ2 的任意函数 f (r)都对易。同理可得，̂Li 也和 (p̂2x+ p̂2y+ p̂2z )

对易。

例 ）中心势场中粒子的哈密顿量算符为

Ĥ =
ˆ⃗p2

2m
+V (r).

有上面讨论可知

[ ˆ⃗L, T̂ ] = [ ˆ⃗L,V (r)] = 0 =⇒ [ ˆ⃗L,Ĥ ] = 0,

故而中心势场中角动量守恒。但因为 [ ˆ⃗p,V (r)] ! 0，所以中心势场中动量不守恒。角
动量守恒是物理体系具有空间旋转不变性的结果，因为整个物理体系无法选取一个绝

对的空间方位，所以描述体系空间角分布的角动量是一个守恒量。当物理体系的边界

条件或相互作用依赖于某个特定空间方位时，例如对一个带电粒子施加一个特定方向

的磁场，整个体系的旋转不变性就被破坏了，因此原有的守恒量就不再守恒了。

到目前为止我们已经讨论了守恒量、定态、本征态等概念，下面讨论这些概念之

间的区别：
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第 章 希尔伯特空间和算符

量子守恒量和经典守恒量的差别：量子守恒量并不一定可以取确定值，因为物

理体系不一定处于某个守恒量算符的本征态上。例如，自由粒子的动量守恒，但

自由粒子波包并不是动量的本征态，它是不同动量的平面波的叠加态。

守恒量和定态的差别：定态是指能量的本征态，而守恒量则是物理体系的一种

与哈密顿算符对易的特殊力学量。在定态中，一切物理量（不显含时间，也不

管是否与哈密顿量对易）的平均值和测量值的概率分布都不随时间改变。守恒

量则是在一切状态（不管是否为定态）下的平均值和概率分布都不随时间改变。

对易守恒量完全集

如果物理体系的哈密顿算符不含时间，则 Ĥ 是守恒量。因为此时物理体系随时

间演化的性质由哈密顿量决定，所以通常人们在力学量完备集中包含 Ĥ，由力学量完

备集定义可知，力学量完备集中的其他算符都和哈密顿算符对易，所以其他算符又都

是运动常数或守恒量，这时完全集中各力学量都是守恒量，这种完全集又称为对易守

恒量完全集（ ，简称为 ）。

因为包含 Ĥ，所以 的共同本征态都是定态，所相应的量子数被称为好量子

数。因为在处理具体物理问题时人们往往从物理体系的哈密顿量出发，所以我们谈及

的力学量完全集通常是指对易守恒量完全集。

埃伦费斯特定理——量子版本的牛顿第二定律

设 q̂i 和 p̂i 分别为坐标算符和动量算符，

q̂i = x̂, ŷ, ẑ, p̂i = p̂x, p̂y , p̂z, 其中i = x,y,z.

如果算符 q̂i 和 p̂j 的任意函数 F(qi ,pj) 都可以展开为 q̂i 和 p̂i 的级数和，那么坐标

（动量）算符和 F 的对易子满足如下关系：

[q̂i ,F(q̂, p̂)] = i h̄
(F
(p̂i

, [p̂i ,F(q̂, p̂)] = −i h̄
(F
(q̂i

.

取 F(q̂, p̂) = Ĥ，并假定 Ĥ 不显含时间，则有

d
dt

〈
q̂i
〉
=

〈
(Ĥ
(pj

〉
,

d
dt

〈
p̂i

〉
= −

〈
(Ĥ
(qj

〉
.

考虑一维运动，

Ĥ =
p̂2x
2m

+V (x),

则有

d
dt
⟨x̂⟩ =

〈
(Ĥ
(p̂x

〉
=

〈
p̂x

〉

m
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力学量完备集

d
dt

〈
p̂x

〉
=

〈
(Ĥ
(x̂

〉
=

〈
−(V
(x

〉
=

〈
F̂x

〉
.

公式（ ）被称作为埃伦费斯特第 定理——量子的坐标平均值的时间导数等于

其速度算符的平均值；公式（ ）是埃伦费斯特第 定理——量子动量算符平均

值的时间导数等于量子所受作用力的平均值。!
其实早在 年狄拉克已经提出这两条定理，但因为当时学术交流不方便导致同一

条定理被不同人重新发现。

永远不要将自己视作为命运的唯一幸运儿；当你对于某个问题有一个好想法时，

在地球上必定还有人也有同样的想法。和体育界一样，科学界也永远只记得冠

军，所以你要尽快发表你的研究成果，否则就有人帮你写文章了 。

物理学第一定律

♣

埃伦费斯特第 定理描述的正是波包的群速度。但第 定理并不能和经典物理

运动规律相对应，因为

d
dt

〈
p̂x

〉
= −

〈
(V
(x

〉
=

〈
F̂x

〉
! F(⟨x⟩)经典 = −(

〈
V (x̂)

〉

(⟨x̂⟩ .

有三种量子等同于经典物理的特例：

自由运动 V (x) = 0

线性势场 V (x) = kx（F(x) =常数）；

简谐振子势 V (x) = kx2/2：

F(x) = −kx =⇒ 〈
F(x̂)

〉
= F(⟨x̂⟩).

下面我们看一下量子和经典对应的一般性条件。将 F(x) = −(V/(x 在 x = ⟨x̂⟩ 附近
展开，

F(x) = F(⟨x⟩) + F ′(⟨x⟩)(x − ⟨x⟩) + F ′′(⟨x⟩)1
2

(
x2 − ⟨x⟩2

)
+ · · · .

对上式两边求平均值

〈
F(x)

〉
= F(⟨x⟩) + ∆x2

2
F ′′(⟨x⟩) + · · · , ∆x2 =

〈
(x −∆x)2

〉
.

经典极限要求

〈
F(x)

〉 ≈ F(⟨x⟩) =⇒
∣∣∣∣∣∣
∆x2F ′′(⟨x⟩)

F(⟨x⟩)

∣∣∣∣∣∣≪ 1 =⇒
∣∣∣∣∣
(V
(x

∣∣∣∣∣≫
∣∣∣∣∣∣
(3V
(x3

∣∣∣∣∣∣∆x
2.

这要求：（ 势函数变化缓慢；（ ）波包很窄，在运动过程中扩撒并不显著。
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第 章 希尔伯特空间和算符

位力定理

经典物理中的位力定理是由 在 年提出来的。在文章中 指

出，“一个在有限空间中运动的力学系统，如果该系统的势能是坐标的齐次函数，那

么动能和势能的时间平均值之间存在着非常简单的关系”。

!
“ ”这个名称完全是由于历史的原因，在 世纪人们习惯于用拉丁文来命名

一些新的事物。“位力”一词最早是由 于 年在一篇文章中首先提出的，

文章题目叫做“ （体系的动能等

于其位力）”。这里的“ ”指的就是动能。

位力定理的适用范围非常广泛。天文学适用位力定理来测量各个星系的引力质

量，一个例子就是发现暗物质存在。考虑 n 个星系构成的系统，简单起见，令其质量

相等，均为 m。设 v2 是一个星系的速度平方的长时间测量所得的平均值，所以整个

星系系统的平均动能是

⟨T ⟩= n
2
m

〈
v2

〉
.

两个星系之间的引力势能是 −Gm2/R，其中 R 是两个星系间距，G 是引力常数。设

1/ ⟨R⟩ 是星系间距 R 对时间的平均值。因为整个系统共有 n(n − 1)/2 个星系对，所
以 n 个星系构成物理系统的引力势能为

⟨V ⟩= −n(n− 1)
2

Gm2

⟨R⟩ .

由位力定理可知，
n
2
m

〈
v2

〉
=

1
2
n(n− 1)

2
Gm2

⟨R⟩ ,

从中可得

m =
2
〈
v2

〉
⟨R⟩

G(n− 1) .

因此，整个系统的总质量是

nm =
2
〈
v2

〉

G
⟨R⟩ n

n− 1.

因为有些星系团包含的星系数目在 左右，所以 n/(n− 1) ≈ 1。人们应用位力定

理计算星系团的引力质量，却发现所得的引力质量远远大于星系团中可见星体的质量

之和，所以人们将这种质量差异归结于一种新物质——所谓暗物质——不发光（即不

参与电磁相互作用）的物质。

能量和时间不确定性

参见课堂笔记。。。
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第 章 量子力学的矩阵形式

前面我们详细研究了薛定谔的波动力学，将量子问题转化为定态薛定谔方程，并

在给定边界条件下求解能量本征值和相应的本征函数。本章中我们讨论量子力学的矩

阵形式，或者说，希尔伯特空间的几何性质。

态矢量和表象变换

希尔伯特空间的几何性质

前面我们讲过，量子力学中波函数可以抽象为希尔伯特空间中的一个态矢量，用

狄拉克符号记作为
∣∣∣ψ

〉
。我们根据所研究物理对象的性质选取合适的力学量完全集

{F̂, · · · } 的共同本征函数组 {φk}，其中 k 表示一组完全的量子数。这些共同本征函数

构成了一组正交完备归一的基矢，并且可以覆盖整个希尔伯特空间，即

1)
〈
φj

∣∣∣φk
〉
= δjk

2) ∀
∣∣∣ψ

〉
,
∣∣∣ψ

〉
=

∑

k

ak
∣∣∣φk

〉
, ak =

〈
φk

∣∣∣ψ
〉
.

我们称这样一组基矢为 F 表象。其中 ak 表示
∣∣∣ψ

〉
在基矢 φk 方向上的投影，我们也

可将之理解为态矢量
∣∣∣ψ

〉
在 {

∣∣∣φk
〉} 为基矢所张开“坐标系”中的坐标。当选定一组力

学量完全集后，也即选取坐标系后，{ak =
〈
φk

∣∣∣ψ
〉} 的集合和

∣∣∣ψ
〉
是完全等价的，这

组数（或“坐标”）就是态矢量
∣∣∣ψ

〉
在 F 表象中的表示。不同表象中的表示仅仅是在

不同坐标系中对同一个态矢量的描述。

考虑一个任意态矢量在 F 表象中的表示

∣∣∣ψ
〉
=

∑

k

ak
∣∣∣φk

〉
=

∑

k

〈
φk

∣∣∣ψ
〉∣∣∣φk

〉
=

∑

k

∣∣∣φk
〉〈
φk

∣∣∣
︸!!!!︷︷!!!!︸

P̂k

φk
〉
,

其中我们定义投影算符 P̂k

P̂k ≡
∣∣∣φk

〉〈
φk

∣∣∣ ,

其作用是将态矢量
∣∣∣ψ

〉
投影到第 k 个基矢方向。例如在平面几何中，我们可以将 x−y

平面上一个矢量 R⃗ = ae⃗x + be⃗y 投影到 x 或 y 方向。选择基矢

e⃗x =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , e⃗y =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,
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则有矢量 R⃗ 为

R⃗ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a

b

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

和如下的投影算符：

P̂x =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠⊗

(
1 0

)
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , P̂y =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠⊗

(
0 1

)
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0

0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

将投影算符作用在矢量 R⃗ 上可得

P̂xR⃗ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a

b

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠= a

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠= ae⃗x,

P̂yR⃗ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0

0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a

b

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠= b

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠= be⃗y .

不严格地将，投影算符的作用是提取出态矢量在具体表象中某个基矢方向的“坐标”。

因为
∣∣∣ψ

〉
是任意的，而且厄米算符本征函数是完备的，所以我们有

∑

k

∣∣∣φk
〉〈
φk

∣∣∣= Î（封闭性）

对于连续谱，则有 ∫
|α⟩dα ⟨α|= Î（封闭性）.

两个态矢量的内积与具体表象无关。从平面几何中我们已经知道两个矢量内积是

由两个矢量之间的相对位置决定，与具体的坐标系无关。考虑 F 表象和 F ′ 表象，设

其各自的基矢为 {φk} 和 {φ′α}。任意两个态矢量 ψ 和 φ 在两个表象的表示为

∣∣∣ψ
〉

=
∑

k

∣∣∣φk
〉〈
φk

∣∣∣ψ
〉
=

∑

k

ak
∣∣∣φk

〉
,

∣∣∣ψ
〉
=

∑

α

a′α
∣∣∣φ′α

〉

∣∣∣φ
〉

=
∑

k

∣∣∣φk
〉〈
φk

∣∣∣φ
〉
=

∑

k

bk
∣∣∣φk

〉
,

∣∣∣φ
〉
=

∑

α

b′α
∣∣∣φ′α

〉

所以不同表象下的态矢量的内积非常类似于平面几何中的简单坐标相差再求和：

〈
φ

∣∣∣ψ
〉

=
〈
φ
∣∣∣

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∑

k

∣∣∣φk
〉〈
φk

∣∣∣

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∣∣∣ψ

〉
=

∑

k

〈
φ

∣∣∣φk
〉〈
φk

∣∣∣ψ
〉
=

∑

k

b∗kak

〈
φ

∣∣∣ψ
〉

=
〈
φ
∣∣∣
⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
∑

α

∣∣∣φ′α
〉〈
φ′α

∣∣∣
⎞
⎟⎟⎟⎟⎠
∣∣∣ψ

〉
=

∑

α

〈
φ

∣∣∣φ′α
〉〈
φ′α

∣∣∣ψ
〉
=

∑

α

b∗′αa
′
α .

表象变换

在实际研究中我们经常需要在不同表象（例如坐标表象和动量表象）中研究同一

个物理对象，这就要求我们知道两个表象中态矢量表示之间的转化关系。考虑态矢量
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∣∣∣ψ
〉
在 F 表象（本征函数组为 {

∣∣∣φk
〉}）和 F ′ 表象（本征函数组 {

∣∣∣φ′α
〉}）中的表示

∣∣∣ψ
〉
=

∑

k

ak
∣∣∣φk

〉
=

∑

α

a′α
∣∣∣φ′α

〉
.

用左矢
〈
φ′β

∣∣∣∣ 标积上式两侧可得

〈
φ′β

∣∣∣ψ
〉
=

∑

k

ak
〈
φ′β

∣∣∣φk
〉
=

∑

α

a′α
〈
φ′β

∣∣∣φ′α
〉

︸!!!!︷︷!!!!︸
δαβ

=
∑

α

a′αδαβ = a′β

所以有

a′β =
∑

k

ak
〈
φ′β

∣∣∣φk
〉 ≡

∑

k

Sβkak ,

其中

Sβk =
〈
φ′β

∣∣∣φk
〉
.

写作为矩阵形式如下：

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a′1
a′2
...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

〈
φ′1

∣∣∣φ1
〉 〈

φ′1
∣∣∣φ2

〉 · · ·〈
φ′2

∣∣∣φ1
〉 〈

φ′2
∣∣∣φ2

〉 · · ·
...

... . . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1
a2
...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

S11 S12 · · ·
S21 S22 · · ·
...

... . . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

︸!!!!!!!!!!!!!!!︷︷!!!!!!!!!!!!!!!︸
SF′←F

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1
a2
...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

简记为

a′ = SF ′←Fa ≡ SF ′Fa.

注意：S 矩阵中的第 n 列矩阵元是 F 表象中第 n 个本征矢
∣∣∣φn

〉
在 F ′ 表象中的表示。

坐标表象和动量表象

下面我们考虑两个最熟悉也是最不容易理解的表象——坐标表象和动量表象。坐

标算符 X̂ 的本征方程和本征函数的正交归一性和封闭性如下：

4本征方程 : x̂ |x⟩= x |x⟩ , ∀x ∈R (R 实数集合)

正交归一 : ⟨x
∣∣∣x′

〉
= δ(x − x′),

封闭性 :
∫ +∞

−∞
|x⟩dx ⟨x|= I.

同理，动量算符的本征方程和本征函数的正交归一性和封闭性为

p̂ |p〉= p |p〉 , ∀p ∈R,
〈
p
∣∣∣p′

〉
= δ(p − p′),
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∫
|p〉dp 〈

p|= I.

一般而言，在力学量 Â 的连续谱表象中，

∣∣∣ψ
〉
=

∫
dA |A⟩⟨A

∣∣∣ψ
〉
=

∫
dAψ(A) |A⟩ .

我们通常将 ψ(A) ≡ ⟨A
∣∣∣ψ

〉
称作为 A 空间的波函数。例如我们熟悉的坐标空间波函数

ψ(x) = ⟨x
∣∣∣ψ

〉
或动量空间波函数 ψ(p) =

〈
p
∣∣∣ψ

〉
。下面我们通过表象理论推导我们之

前已经熟悉的结果。

）波函数归一化

在坐标表象中，波函数归一化为

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉

=
〈
ψ
∣∣∣
(∫
|x⟩dx ⟨x|

) ∣∣∣ψ
〉
=

∫
〈
ψ |x⟩⟨x

∣∣∣ψ
〉
dx

=

∫
ψ∗(x)ψ(x)dx = 1.

最后一步就是我们熟悉的坐标空间波函数归一化。

）本征函数完备性

厄米算符的本征函数组成一组正交完备归一的基矢。量子体系的任意波函数都可

以表示为厄米算符的本征函数的线性组合。设 ψ(x) 为量子体系波函数，而 φn(x) 表

示某厄米算符本征函数，则有

ψ(x) =
∑

n

cnφn(x).

按照表象理论， ∣∣∣ψ
〉
=

∑

n

cn
∣∣∣φn

〉
.

注意：上式中
∣∣∣ψ

〉
和 φn 都是抽象态矢，并不依赖于任何表象，所以系数 cn 和 x 无

关。在此等式左方插入全等算符 Î =
∫
|x⟩dx ⟨x|，

∫
|x⟩dx ⟨x|

∣∣∣ψ
〉
=

∑

n

cn

∫
|x⟩dx ⟨x|

∣∣∣φn
〉

⇒
∫

dx |x⟩ψ(x) =
∑

n

cn

∫
dx |x⟩φn(x).

再将等式两方和 ⟨x′ | 做内积（假设积分和求和可以互换），
∫

dx
〈
x′ |x⟩ψ(x) =

∑

n

cn

∫
dx

〈
x′ |x⟩φn(x)
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⇒
∫

dxδ(x′ − x)ψ(x) =
∑

n

cn

∫
dxδ(x′ − x)φn(x)

⇒ ψ(x′) =
∑

n

cnφn(x
′),

这正是我们熟悉的形式。

）坐标表象和动量表象间转换

为了在坐标表象和动量表象之间变换，

ψ(p) =
〈
p
∣∣∣ψ

〉
=

∫
dx

〈
p |x⟩⟨x

∣∣∣ψ
〉
=

∫
dx

〈
p |x⟩ψ(x),

ψ(x) = ⟨x
∣∣∣ψ

〉
=

∫
dp ⟨x |p〉〈p

∣∣∣ψ
〉
=

∫
dp ⟨x |p〉ψ(p),

我们需要知道变换系数 ⟨x |p〉和 〈
p |x⟩。下面我们推到 ⟨x |p〉，并给出坐标空间中动量

算符的微分形式。通常教课书中都跳过这个推导。我们从动量算符本征方程出发，

P̂ |p〉= p |p〉

用坐标算符的本征左矢标积上式得

〈
x
∣∣∣P̂

∣∣∣p
〉
= p ⟨x |p〉 .

再插入坐标本征左矢和右矢构成的单位算符
∫

dx′
〈
x
∣∣∣P̂

∣∣∣x′
〉〈
x′ |p〉= p ⟨x |p〉 .

我们需要计算
〈
x
∣∣∣P̂

∣∣∣x′
〉
，也就是算符 P̂ 在坐标基矢下的矩阵元。因为坐标算符和动量

算符满足对易关系

[X̂, P̂ ] = X̂P̂ − P̂X̂ = i h̄I,

所以我们有

i h̄ ⟨x
∣∣∣x′

〉
=

〈
x
∣∣∣X̂P̂

∣∣∣x′
〉
−
〈
x
∣∣∣P̂X̂

∣∣∣x′
〉
= (x − x′)

〈
x
∣∣∣P̂

∣∣∣x′
〉

=⇒
〈
x
∣∣∣P̂

∣∣∣x′
〉
=

i h̄δ(x − x′)
(x − x′) .

乍一看，这个表达式非常奇怪，它在 x ! x′ 为零，但在 x = x′ 处是无穷大除以零。我

们采用 δ 分布函数性质就可以看出它的含义。我们采用如下的 δ 函数定义

δ(x) = lim
σ→0

1√
πσ2

e−x
2/σ2

,

故有
〈
x
∣∣∣P̂

∣∣∣x′
〉
= i h̄ lim

σ→0

1√
πσ

e−(x−x
′)2/σ2

(x − x′) .
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上式对于有限的 σ 都具有好的定义。

将上面结果代入到公式（ ）

p ⟨x |p〉=
∫

dx′i h̄
δ(x − x′)
(x − x′)

〈
x′ |p〉 ,

并将 ⟨x′ |p〉 在 x′ = x 附近展开

〈
x′ |p〉= ⟨x |p〉+ (x′ − x) d

dx
⟨x |p〉+ (x′ − x)2

2
d2

dx2
⟨x |p〉+ · · · ,

我们得到

− i
h̄
p ⟨x |p〉 =

∫
dx′

δ(x − x′)
(x − x′)

[
⟨x |p〉+ (x′ − x) d

dx
⟨x |p〉+ (x′ − x)2

2
d2

dx2
⟨x |p〉+ · · ·

]

= ⟨x |p〉
∫

dx′
δ(x − x′)
(x − x′) −

d
dx
⟨x |p〉

∫
dx′δ(x − x′)

︸!!!!!!!!!!!!︷︷!!!!!!!!!!!!︸
=1

+
d2

dx2
⟨x |p〉

✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✿0∫
dx′(x − x′)δ(x − x′) +✘✘✘✘✘✘✿0{ · · · } .

上式右边第一项是
∫

dx′
δ(x − x′)
(x − x′) = lim

σ→0

1√
πσ2

∫ +∞

−∞
dx′

e−(x−x
′)2/σ2

(x − x′)

= lim
σ→0

1√
πσ2

∫ +∞

−∞
dx

e−x
2/σ2

x
奇函数−−−−−−−−−−−→ 0.

所以我们有

i
h̄
p ⟨x |p〉= d

dx
⟨x |p〉 =⇒

∫
1
⟨x |p〉d ⟨x |p

〉
=

∫
i
h̄
pdx

=⇒ ⟨x |p〉= Cei
px
h̄ .

归一化常数 C 由 ⟨x |x′⟩= δ(x − x′) 给出，

δ(x − x′) =

∫
dp ⟨x |p〉〈p

∣∣∣x′
〉
=

∫
dp|C |2ei

p(x−x′)
h̄ = |C |22πδ

(
x − x′
h̄

)

= |C |22πh̄δ(x − x′),

其中最后一步用到 δ 函数性质 δ(ax) = δ(x)/|a|。我们得到归一化常数 C = 1/
√
2πh̄

（取为实数），归一化波函数为

⟨x |p〉= 1√
2πh̄

eipx/h̄ ,
〈
p |x⟩= ⟨x |p〉∗ = 1√

2πh̄
e−ipx/h̄.

在上面推导中我们仅仅使用到坐标算符和动量算符的对易关系，下面推导动量

算符在坐标表象的算符形式。将前面推导中的动量算符本征矢替换成任意态矢量，

|p〉→
∣∣∣ψ

〉
，

〈
x
∣∣∣P̂

∣∣∣ψ
〉
=

∫
dx′

〈
x
∣∣∣P̂

∣∣∣x′
〉〈
x′

∣∣∣ψ
〉
.
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将 ⟨x′
∣∣∣ψ

〉
在 ⟨x

∣∣∣ψ
〉
附近展开可得

〈
x′

∣∣∣ψ
〉
= ⟨x

∣∣∣ψ
〉
+ (x − x′) d

dx
⟨x

∣∣∣ψ
〉
+ · · · ,

通过前面计算我们已知，仅有一阶导数项不为零，所以有

〈
x
∣∣∣P̂

∣∣∣ψ
〉
= −i h̄ d

dx
⟨x

∣∣∣ψ
〉

=⇒ P̂ = −i h̄ d
dx

.

注意后一个等式虽然是我们熟悉的形式，但更严格的写法是

P̂ = −i h̄
∫

dx |x⟩ d
dx
⟨x| ,

它对应于希尔伯特空间中的一个算符。将
∣∣∣ψ

〉
换成 |x′⟩ 可得

〈
x
∣∣∣P̂

∣∣∣x′
〉
= −i h̄ d

dx
δ(x − x′) ≡ i h̄

δ(x − x′)
(x − x′) .

算符和表象变换

算符的自然展开

考虑力学量算符 L̂ 在某力学量算符 Â 表象（基矢为 |α⟩）中的表示。利用厄米算
符本征矢量的封闭性，

∑
α |α⟩⟨α|= Î，可得 L̂ 算符在 Â 表象的自然展开

L̂ =
∑

α,β

|α⟩⟨α| L̂
∣∣∣β

〉〈
β
∣∣∣=

∑

α,β

|α⟩Lαβ
〈
β
∣∣∣ .

当 Â = L̂ 时，
〈
α
∣∣∣L̂
∣∣∣β

〉
= Lβδαβ，所以我们得到了力学量算符 L̂ 的自然展开形式

L̂ =
∑

αβ

|Lα⟩Lαβ
〈
Lβ

∣∣∣=
∑

α

|Lα⟩Lα ⟨Lα | ,

或当 L̂ 本征函数为连续谱时

L̂ =

∫
|L⟩L ⟨L|dL.

算符的自然展开也可以用来定义算符的函数

F(Â) =
∑

m

|Am⟩F(Am) ⟨Am|=
∑

m

|Am⟩
∑

n

F(n)(0)
n!

An
m ⟨Am| .

例如，算符 Â 的逆算符 Â−1 是算符 Â 的函数。但是它不能用幂级数展开来定义。

特别是我们在求解氢原子本征问题时已经遇到 ⟨1/r̂⟩ ! 1/ ⟨r̂⟩。但我们可用算符的自
然展开来定义。逆算符 Â−1 定义为

Â−1 =
∑

n

|An⟩
1
An
⟨An| .
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第 章 量子力学的矩阵形式

显然这个定义是正确的，因为

ÂÂ−1 = Â
∑

n

|An⟩
1
An
⟨An|=

∑

n

Â |An⟩
1
An
⟨An|

=
∑

n

An |An⟩
1
An
⟨An|=

∑

n

|An⟩⟨An|= Î ,

Â−1Â =
∑

n

|An⟩
1
An
⟨An| Â =

∑

n

|An⟩
1
An
⟨An|A∗n

=
∑

n

|An⟩
1
An
⟨An|An =

∑

n

|An⟩⟨An|= Î .

算符的表示

力学量算符的作用是对波函数的一种操作，它将一个态矢量变为另一个态矢量，

例如

|ϕ〉
= L̂

∣∣∣ψ
〉
.

设在 F 表象中态矢量 |ϕ〉
和

∣∣∣ψ
〉
分别为

|ϕ〉
=

∑

k

bk
∣∣∣φk

〉
,

∣∣∣ψ
〉
=

∑

k

ak
∣∣∣φk

〉
,

代入到前面算符操作方程中得
∑

k

bk
∣∣∣φk

〉
=

∑

k

akL̂
∣∣∣φk

〉
.

上式两边分别乘以左矢
〈
φj

∣∣∣ 后得
∑

k

bk
〈
φj

∣∣∣φk
〉

︸!!!︷︷!!!︸
δjk

=
∑

k

ak
〈
φj

∣∣∣L̂
∣∣∣φk

〉

︸!!!!!︷︷!!!!!︸
Ljk

=⇒ bj =
∑

k

Ljkak ,

也可写作如下的矩阵形式
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b1
b2
...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

L11 L12 · · ·
L21 L22 · · ·
...

... . . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

︸!!!!!!!!!!!!!!!︷︷!!!!!!!!!!!!!!!︸
≡[Ljk]

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1
a2
...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

其中 [Ljk ] 是算符 L̂ 在 F 表象中的表示。它的作用是将态矢量
∣∣∣ψ

〉
表示变为态矢量

|ϕ〉
表示。显然算符作用的结果和具体表象的选取无关。

事实上，矩阵 [Ljk ] 描述了 F 表象的本征基矢
∣∣∣φk

〉
在算符 L̂ 的作用下所得到的

新态矢量在 F 表象中的表示，即

L̂
∣∣∣φk

〉
=

∑

j

∣∣∣φj

〉〈
φj

∣∣∣ L̂
∣∣∣φk

〉
=

∑

j

∣∣∣φj

〉 〈
φj

∣∣∣L̂
∣∣∣φk

〉
=

∑

j

∣∣∣φj

〉
Ljk .
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算符和表象变换

写作分量形式如下：

L̂
∣∣∣φk

〉
=

∣∣∣φ1
〉
L1k +

∣∣∣φ2
〉
L2k +

∣∣∣φ3
〉
L3k + · · ·

{L1k ,L2k ,L3k , · · · } 组成 L̂ 算符在 F̂ 表象中矩阵表示的第 k 列元素集合。综上所述，我

们求算符 L̂ 在某表象中的矩阵表示，只要将该算符作用在该表象中的基矢上，将所得

基矢在该表象中的展开系数所形成的矩阵转置，即得 L̂ 在该表象中的表示。例如，

L̂
∣∣∣φ1

〉
=

∣∣∣φ1
〉
L11+

∣∣∣φ2
〉
L21+

∣∣∣φ3
〉
L31+ · · ·

L̂
∣∣∣φ2

〉
=

∣∣∣φ1
〉
L12+

∣∣∣φ2
〉
L22+

∣∣∣φ3
〉
L32+ · · ·

L̂
∣∣∣φ3

〉
=

∣∣∣φ1
〉
L13+

∣∣∣φ2
〉
L23+

∣∣∣φ3
〉
L33+ · · ·

...

其系数矩阵为 ⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

L11 L21 L31 · · ·
L12 L22 L32 · · ·
L13 L23 L33 · · ·
· · · · · · · · · · · ·

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

将该矩阵再转置就可得到 L̂ 算符在 F 表象中的矩阵表示

[L̂]F =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

L11 L12 L13 · · ·
L21 L22 L23 · · ·
L31 L32 L33 · · ·
· · · · · · · · · · · ·

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

显然，算符在自身表象中的表示是对角矩阵，而矩阵元为其本征值。例如设算符 Â 的

本征态矢量为 |αi⟩，满足
Â |αi⟩= αi |αi⟩ .

Â 算符在自身表象中矩阵表示是

[A] =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

α1 0 0 · · ·
0 α2 0 · · ·
0 0 α3 · · ·
· · · · · · · · · . . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

例 ）哈密顿算符

考虑量子力学中最重要的算符 Ĥ，

Ĥ =
∑

i

|Ei⟩Ei ⟨Ei | .
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第 章 量子力学的矩阵形式

能量平均值为

〈
ψ
∣∣∣Ĥ

∣∣∣ψ
〉
=

∑

i

Ei
〈
ψ |Ei⟩⟨Ei

∣∣∣ψ
〉
=

∑

i

Ei |ai |2 = ⟨E⟩ .

在 Ĥ 表象（能量表象）中，哈密顿算符形式为

Ĥ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

E1 0 0 · · ·
0 E2 0 · · ·
0 0 E3 · · ·
0 0 0 . . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

例 ）谐振子势坐标和动量算符

选取厄米函数基矢 {
∣∣∣φn

〉
,n = 1,2, · · · } 后，右矢

∣∣∣ψ
〉
和左矢 ψ̄ 分别展开为

∣∣∣ψ
〉
=

∑

n

Cn

∣∣∣φn
〉

,
〈
ψ
∣∣∣=

∑

n

C∗n
∣∣∣φn

〉
,

其中 Cn =
〈
φn

∣∣∣ψ
〉
和 C∗n =

〈
ψ

∣∣∣φn
〉
。因此，

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉
=

∑
n |Cn|2 = 1。明显，右矢

∣∣∣ψ
〉

在厄米函数基矢上的展开系数 {Cn}——也就是
∣∣∣ψ

〉
的坐标——完全确定了

∣∣∣ψ
〉
。此时

我们可以采用列向量和行向量来分别表示
〈
ψ
∣∣∣ 和

∣∣∣ψ
〉

〈
ψ
∣∣∣=

(
C∗1 C∗2 · · · C∗n · · ·

)
,

∣∣∣ψ
〉
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

C1

C2
...

Cn
...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

任意一个算符 Â 在厄米函数基底下都可以用矩阵 An,m 表示

An,m =
〈
φn

∣∣∣Â
∣∣∣φm

〉
.

我们前面已经推导过 x̂ 和 p̂x 算符

x̂ =

√
h̄

2mω

(
â+ â†

)
, p̂ = i

√
mh̄ω
2

(
â† − â

)
.

将 x̂ 和 p̂ 算符作用在简谐振子本征函数上可得如下的递推关系

x̂φn(x) =

√
h̄

2mω

(√
n+ 1φn+1(x) +

√
nφn−1(x)

)
,

p̂φn(x) = i

√
mh̄ω
2

(√
nφn−1(x)−

√
n+ 1φn+1(x)

)
,
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量子力学的矩阵形式

所以可得到 x̂ 和 p̂x 在厄米函数基底上的矩阵表示

x̂ =⇒
√

h̄
2mω

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
√
1 0 0 · · ·√

1 0
√
2 0 · · ·

0
√
2 0

√
3 · · ·

0 0
√
3 0 · · ·

...
...

...
... . . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

p̂ =⇒ i

√
mh̄ω
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 −
√
1 0 0 · · ·√

1 0 −
√
2 0 · · ·

0
√
2 0 −

√
3 · · ·

0 0
√
3 0 · · ·

...
...

...
... . . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

这两个矩阵都是无限维的。可以验证

x̂nkp̂km − p̂nkx̂km = Inm

力学量的表象变换

我们在实际工作中经常会在不同表象中处理同一个物理问题，例如算符 L̂ 在下

面两个表象各自表示为

F 表象 基矢 {
∣∣∣φk

〉}）： Lkj =
〈
φk

∣∣∣L̂
∣∣∣φj

〉
,

F ′ 表象 基矢 {
∣∣∣φ′α

〉}）： L′αβ =
〈
φ′α

∣∣∣L̂
∣∣∣φ′β

〉
,

试问：Lkj 和 L′αβ 之间有什么联系？

利用
∣∣∣φ′α

〉
=

∑

k

∣∣∣φk
〉〈
φk

∣∣∣φ′α
〉
=

∑

k

∣∣∣φk
〉
S∗αk

∣∣∣φ′β
〉
=

∑

j

∣∣∣φj

〉〈
φj

∣∣∣φ′β
〉
=

∑

j

S∗βj
∣∣∣φj

〉

可得

L′αβ =
〈
φ′α

∣∣∣L̂
∣∣∣φ′β

〉
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∑

k

〈
φk

∣∣∣Sαk

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ L̂

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∑

j

S∗βj
∣∣∣φj

〉
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=
∑

kj

SαkS
∗
βj

〈
φk

∣∣∣L̂
∣∣∣φj

〉

=
∑

kj

SαkLkjS
†
jβ =

(
SLS†

)
αβ

.

简记为

L′ = SLS† = SLS−1, L′ ≡ [L′αβ ], L = [Lkj ].
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第 章 量子力学的矩阵形式

F 表象{
∣∣∣φk

〉} F ′ 表象{
∣∣∣φ′α

〉}

量子态
∣∣∣ψ

〉
a =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1
a2
...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, ak =

〈
φk

∣∣∣ψ
〉

a′ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a′1
a′2
...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, a′α =

〈
φ′α

∣∣∣ψ
〉

物理量L̂ L = [Lkj ] =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

L11 L12 · · ·
L21 L22 · · ·
...

... . . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

L′ = [L′αβ ] =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

L′11 L′12 · · ·
L′21 L′22 · · ·
...

... . . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Lkj =
〈
φk

∣∣∣L̂
∣∣∣φj

〉
L′αβ =

〈
φ′α

∣∣∣L̂
∣∣∣φ′β

〉

表象变换

F→ F ′ F ′ → F

a′ = Sa a = S†a′

L′ = SLS† = SLS−1 L = S†L′S .

其中

S = [Sαβ ] =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

S11 S12 · · ·
S21 S22 · · ·
...

... . . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, Sαβ =

〈
φ′β

∣∣∣φα
〉
.

态矢量和力学量表示小结

♣

量子力学的矩阵形式

本征方程

将 F 表象中的波函数
∣∣∣ψ

〉
=

∑
k ak

∣∣∣φk
〉
代入到本征方程

L̂
∣∣∣ψ

〉
= L′

∣∣∣ψ
〉

可得

L̂
∑

k

ak
∣∣∣φk

〉
=

∑

k

akL̂
∣∣∣φk

〉
= L′

∑

k

ak
∣∣∣φk

〉
.

用左矢
〈
φj

∣∣∣ 标积上式两侧得
∑

k

ak
〈
φj

∣∣∣L̂
∣∣∣φk

〉

︸!!!!!︷︷!!!!!︸
Ljk

= L′
∑

k

ak
〈
φj

∣∣∣φk
〉
= L′

∑

k

akδjk = L′aj ,

即 ∑

k

(
Ljk −L′δjk

)
ak = 0.
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量子力学的矩阵形式

这是 ak 的线性齐次代数方程组，有非平庸解的充要条件是

∣∣∣Ljk −L′δjk
∣∣∣=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

L11 −L′ L12 L13 · · ·
L21 L22 −L′ L23 · · ·
L31 L32 L33 −L′ · · ·
...

...
... . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0.

如果 L̂ 是厄米算符，

[Ljk ]
∗ = [Lkj ],

那么上式给出 L̂ 算符的 N 个实数本征值，记作 L′j , (j = 1,2,3, · · · ,N )。这里我们假

设上式本征方程组的维数为 N。如果厄米算符具有不穷多的本征值，只要这些无穷多

的本征值是可数的，那么我们仍然可以通过上述的方法求解 L̂ 的本征值。将 L′j 代入

到本征方程中就可以求解出在 F 表象中和 L′j 相应的本征矢量 a
j
k

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a
(j)
1

a
(j)
2
...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, j = 1,2, · · · ,N .

如果本征方程具有重根，此时体系存在简并。我们需要找到和 L̂ 对易的其他力学量，

求解它们共同的本征态来解除简并。

例 ： ）泡利矩阵 σ̂x 在 σz 表象中本征值和本征态

在 σz 表象中，σ̂x 的矩阵形式为
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1

1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

其系数行列式如下： ∣∣∣∣∣∣∣
−L′ 1

1 −L′

∣∣∣∣∣∣∣
= 0 =⇒ L′ = ±1.

将 L′ = +1 代入方程中可求解相应的本征矢。不妨设待求解的本征矢为

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a1
a2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠，则有

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−1 1

1 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a1
a2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠= 0 =⇒ a1 = a2.

将 L′ = −1 代入到方程可得
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 1

1 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a1
a2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠= 0 =⇒ a1 = −a2.
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归一化后可得在 σz 表象中 σ̂x 的本征值和本征矢如下：

L′ = +1 : |σx = +1⟩= 1√
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

L′ = −1 : |σx = −1⟩=
1√
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

从而，我们也得到了 σx 表象到 σz 表象的变换矩阵

Sσzσx =
1√
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 1

1 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

容易验证上式。算符在自身表象中的矩阵表示是对角化的，对角元是其本征值，

[σx]自身表象 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

则在 σz 表象中，σ̂x 的矩阵表示为

[σx]σz表象 = S

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠S
†

=
1
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 1

1 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 1

1 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1

1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

例 ： ）在 σz = +1 的本征态中测量 σ̂x 的可能值的概率？

在 σz 自身表象中本征值为 的态矢量是

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠。测量 σ̂x，我们需要将 |σz = +1⟩

态矢量在 σ̂x 的本征态上展开，所以测得 σx 的几率幅是 Aσx = ⟨σx |1,σz = +1⟩，即

Aσx=+1 =
1√
2

(
1 1

)
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

1√
2
,

Aσx=−1 =
1√
2

(
1 −1

)
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

1√
2
.

用态矢量表示，

|σz = +1⟩= 1√
2
|σx = +1⟩+ 1√

2
|σx = −1⟩ ,

在 σz 表象中上式可写作为矩阵形式
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

1√
2
× 1√

2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠+

1√
2
× 1√

2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
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量子力学的矩阵形式

所以，在 σz 表象中本征值为 σz = +1 的本征矢中测量 σ̂x 的可能值和相应的概率为

σx = +1 : =
1
2
,

σx = −1 : =
1
2
.

例 ：在 {L2,Lz} 表象中，求在 l = 1 子空间（也即 L̂2 = 2h̄2 子空间）中 L̂x 的本征

值和本征矢。

首先，求在 {L2,Lz} 表象中 L̂x 的矩阵。由轨道角动量升降算符可知

L̂+ |lm⟩= h̄
√
(l −m)(l +m+ 1) |l,m+ 1⟩ ,

L̂− |lm⟩= h̄
√
(l +m)(l −m+ 1) |l,m− 1⟩

所以

L̂x |lm⟩ =
L̂+ + L̂−

2
|lm⟩

=
h̄
2

√
(l +m)(l −m+ 1) |l,m− 1⟩

+
h̄
2

√
(l −m)(l +m+ 1) |l,m+ 1⟩ .

从而得到 L̂x 的矩阵表示为

[Lx] =
h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
√
2 0√

2 0
√
2

0
√
2 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

其本征方程为 ∑

n

[(
L̂x

)
mn
− lxh̄δmn

]
an = 0,

即 ⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−lx
√
2
2 0√

2
2 −lx

√
2
2

0
√
2
2 −lx

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1
a2
a3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 0.

存在非平庸解的条件是
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−lx
√
2
2 0√

2
2 −lx

√
2
2

0
√
2
2 −lx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 ⇒ −l3x + lx = 0 .

从而可得 L̂x 的本征值和相应的本征矢为

lx = 1 lx = 0 lx = 1
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1
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1√
2

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

1
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

√
2

0

−
√
2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

1
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

−
√
2

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

求在 L̂z 的本征值为 的本征态中测量 L̂x 的可取值的概率？

在 {L2,Lz} 表象中 L̂z 本征值为 的表示（或态矢量）是

|L = 1,Lz = 0⟩=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

将其按照 L̂x 本征矢分解为

|L = 1,Lz = 0⟩=
∑

i

Ai |L = 1,Lx = i⟩ ,

其中 Ai 为

A+h̄ =
1
2

(
1
√
2 1

)
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

√
2
2

,

A0 =
1
2

( √
2 0 −

√
2

)
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 0,

A−h̄ =
1
2

(
1 −

√
2 1

)
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= −
√
2
2

,

也即
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

√
2
2
× 1
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1√
2

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
−
√
2
2
× 1
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

−
√
2

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

所以，在 Lz 表象中本征值为 Lz = 0 的本征矢中测量 L̂x 的可能值和相应的概率为

Lx = +h̄ : =
1
2
,

Lx = 0 : 0 ,

Lx = −h̄ : =
1
2
.
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通过表象变换给出 L̂x 在 {L2,Lx} 表象中的矩阵形式

在 l = 1 的子空间中，{L2,Lx} 到 {L2,Lz} 表象的变换矩阵是

SLzLx =
1
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
√
2 1√

2 0 −
√
2

1 −
√
2 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

而从 {L2,Lz} 到 {L2,Lx} 表象的变换矩阵是

SLxLz = S†LzLx =
1
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
√
2 1√

2 0 −
√
2

1 −
√
2 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

故而，L̂x 在 {L2,Lx} 表象中的矩阵表示为

[Lx]Lx表象 = S ′ [Lx]Lz表象S ′† = S† [Lx]Lz表象S

=
1
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
√
2 1√

2 0 −
√
2

1 −
√
2 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
√
2 0√

2 0
√
2

0
√
2 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

1
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
√
2 1√

2 0 −
√
2

1 −
√
2 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=
h̄
4

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
√
2 1√

2 0 −
√
2

1 −
√
2 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 −1√
2 0

√
2

1 0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= h̄

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0

0 0 0

0 0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

这正如我们所预期的，算符在其自身表象中的矩阵表示为对角矩阵，且对角元素为其

本征值。

定态薛定谔方程的矩阵形式

考虑 F 表象 {
∣∣∣φk

〉}，其基矢
∣∣∣φk

〉
不随时间变化。任意波函数

∣∣∣ψ(t)
〉
都可按照 F

表象基矢展开得 ∣∣∣ψ(t)
〉
=

∑

k

ak(t)
∣∣∣φk

〉
.

将展开后的波函数代入到薛定谔方程

i h̄
(
(t

∣∣∣ψ(t)
〉
= Ĥ

∣∣∣ψ(t)
〉

可得

i h̄
∑

k

dak
dt

∣∣∣φk
〉
=

∑

k

ak(t)Ĥ
∣∣∣φk

〉
.
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用左矢
〈
φj

∣∣∣ 标积上式两侧

i h̄
∑

k

dak
dt

〈
φj

∣∣∣φk
〉

︸!!!︷︷!!!︸
δjk

=
∑

k

ak
〈
φj

∣∣∣Ĥ
∣∣∣φk

〉

=⇒ i h̄
daj
dt

=
∑

k

Hjkak .

写成具体的矩阵形式为

i h̄
d
dt

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1
a2
...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

H11 H12 · · ·
H21 H22 · · ·
...

... . . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1
a2
...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

当 F̂ = Ĥ 时，Hjk = Ejδjk，

i h̄
daj(t)

dt
= Ejaj(t) =⇒ aj(t) = a0j e

−i h̄ E1th̄ , a0j ≡ aj(t = 0).

在 H 表象（能量表象）中薛定谔方程是对角化的，并且对角元是哈密顿算符的能量

本征值，此时波函数为

∣∣∣ψ(t)
〉
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a01e
−i E1th̄

a02e
−i E2th̄
...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

平均值

在 F 表象中，力学量算符 L̂ 在态矢量
∣∣∣ψ

〉
中的平均值为

⟨L⟩=
〈
ψ
∣∣∣L̂
∣∣∣ψ

〉
=

∑

jk

a∗j
〈
φj

∣∣∣L̂
∣∣∣φk

〉
ak =

∑

jk

a∗jakLjk ,

矩阵形式是

⟨L⟩=
(
a∗1 a∗2 · · ·

)
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

L11 L12 · · ·
L21 L22 · · ·
...

... . . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1
a2
...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

如果我们选取 L̂ 表象，即用 L̂ 本征矢作为基矢，那么 [Ljk ] 就是一个对角矩阵。算符

L̂ 的平均值是

⟨L⟩=
∑

jk

a∗j
〈
φj

∣∣∣L̂
∣∣∣φk

〉
ak =

∑

jk

a∗jLjδjkak =
∑

k

|ak |2Lk ,

这里 |ak |2 就是在
∣∣∣ψ

〉
态中测量 L̂ 得到 Lk 的几率。
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薛定谔绘景和海森堡绘景

在薛定谔波动力学中，力学量算符不显含时间，其平均值及其几率分布随时间演

化完全归于态矢量
∣∣∣ψ

〉
随时间的演化

d
dt
⟨F⟩= 1

i h̄
[F̂,Ĥ ] .

但是波函数本身是不能测量的，与实际物理观测相关的是力学量平均值及其几率分

布，那么我们是否有其他等效的描述？这就是我们下面要讨论的两种等价的量子力学

描述——薛定谔绘景（ ）和海森堡绘景。

时间演化算符

设波函数随时间演化的行为由一个时间演化算符 Û(t, ti) 描述（简单起见，我们

取 ti = 0）

∣∣∣ψ(t)
〉

= Û(t,0)
∣∣∣ψ(0)

〉
,

Û(0,0) = 1.

态叠加原理要求 Û(t,0) 必须是线性算符

Û(t,0)(a
∣∣∣ψ1(0)

〉
+ b

∣∣∣ψ2(0)
〉
) = aÛ(t,0)

∣∣∣ψ1(0)
〉
+ bÛ(t,0)

∣∣∣ψ2(0)
〉
,

而几率守恒要求
〈
ψ(t)

∣∣∣ψ(t)
〉
=

〈
ψ(0)

∣∣∣ψ(0)
〉
.

将
∣∣∣ψ(t)

〉
代入到上式中

〈
ψ(t)

∣∣∣ψ(t)
〉

=
〈
Û(t,0)ψ(0)

∣∣∣Û(t,0)ψ(0)
〉

=
〈
ψ(0)

∣∣∣Û†(t,0)Û(t,0)
∣∣∣ψ(0)

〉

=
〈
ψ(0)

∣∣∣ψ(0)
〉
,

因为态矢量
∣∣∣ψ

〉
是任意的，所以

Û†(t,0)Û(t,0) = Û(t,0)Û†(t,0) = 1 =⇒ Û†(t,0) = U−1(t,0).

所以时间演化算符是幺正算符。

将
∣∣∣ψ(t)

〉
= Û(t,0)

∣∣∣ψ(0)
〉
代入到薛定谔方程中

i h̄
(
(t

(
Û(t,0)

∣∣∣ψ(0)
〉)

= Ĥ
(
Û(t,0)

∣∣∣ψ(0)
〉)
,
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因为
∣∣∣ψ(0)

〉
是任意波函数，所以我们有

i h̄
(
(t

Û(t,0) = ĤÛ(t,0).

通过初始条件 Û(0,0) = 1 可得

Û(t,0) = e−i
Ĥt
h̄ .

海森堡方程

下面考虑力学量平均值随时间变化性质。力学量平均值为

⟨F⟩ =
〈
ψ(t)

∣∣∣F̂
∣∣∣ψ(t)

〉
=

〈
Û(t,0)ψ(0)

∣∣∣F̂
∣∣∣Û(t,0)ψ(0)

〉

=
〈
ψ(0)

∣∣∣Û†(t,0)F̂Û(t,0)
∣∣∣ψ(0)

〉

≡
〈
ψ(0)

∣∣∣F̂(t)
∣∣∣ψ(0)

〉
,

其中

F̂(t) ≡ Û†(t,0)F̂Û(t,0) = ei
Ĥt
h̄ F̂e−i

Ĥt
h̄ .

我们可以将力学量平均值对时间的依赖关系从波函数中提取出来，再将之传递给重新

定义的含时力学量算符 F̂(t)。此时态矢量
∣∣∣ψ(0)

〉
保持不变，但力学量算符随时间变

化——这就是海森堡绘景。这两种不同处理时间依赖的方法是等价的。

下面我们看一下力学量算符随时间变化关系。其变化关系如下：

d
dt

F̂(t) =

(
d
dt

Û†(t,0)
)
F̂Û(t,0) + Û†(t,0)]

d
dt

Û(t,0).

从薛定谔方程及其共轭形式可知

i h̄
(
(t

Û(t,0) = ĤÛ(t,0)

−i h̄ (
(t

Û†(t,0) =
(
ĤÛ(t,0)

)†
= Û†(t,0)Ĥ† = Û†Ĥ ,

故而，使用简化记号 Û ≡ Û(t,0)（省略了时间演化算符中的时间变量），我们得到

d
dt

F̂(t) =
1
−i h̄

(
Û†Ĥ

)
F̂Û + Û†F̂

( 1
i h̄

ĤÛ
)

=
1
i h̄

{
−Û†ĤF̂Û + Û†F̂ĤÛ

}

=
1
i h̄

{
−Û†ĤÛÛ†F̂Û + Û†F̂ÛÛ†ĤÛ

}

=
1
i h̄

{
−ĤF̂(t) + F̂(t)Ĥ

}

=
1
i h̄

[
F̂(t),Ĥ

]
,
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薛定谔绘景和海森堡绘景

其中我们用到

Û†ĤÛ = ÛĤÛ† = Ĥ .

我们得到了著名的海森堡方程

d
dt

F̂(t) =
1
i h̄

[
F̂(t),Ĥ

]
.

薛定谔绘景和海森堡绘景的比较

薛定谔绘景和海森堡绘景给出完全一致的理论预言，因为物理可观测量不会因所

采用的数学描述方案不同而异。

薛定谔绘景：波函数随时间变化而算符与时间无关，波函数随时间演化由薛定

谔方程决定

i h̄
(
(t
ψ(t) = Ĥψ(t).

因为力学量算符与时间无关，所以力学量完备集的基矢也不随时间变化。这就

意味着希尔伯特空间的坐标系不变，变化的是态矢量。

海森堡绘景：波函数与时间无关，但算符随时间变化，其变化行为由海森堡方

程决定
d
dt

F̂(t) =
1
i h̄

[
F̂(t),Ĥ

]
.

因为海森堡绘景中力学量算符 F̂(t) 随时间变化，所以希尔伯特空间的坐标系随

时间而转动，但是态矢量
∣∣∣ψ(0)

〉
不随时间变化。

两者之间的差别可参见图形 。这完全类似于经典力学中的坐标系变换中的主动和

被动图像。实际工作中，采用薛定谔绘景来求解哈密顿算符的本征方程较为方便，但

海森堡绘景更适于理论研究，因为其形式更类似于经典物理图像——物理量（算符）

主动变化，特别是经典物理中没有波函数。 年狄拉克受海森堡工作的启发，通过

和经典哈密顿方程对比而得到经典和量子的对应原理。

|φk⟩

|φj⟩

|ψ(t = 0)⟩

|ψ(t)⟩

SP HP

|φk⟩

|φj⟩

|φ′k⟩

|ψ(0)⟩

|φ′j⟩

图 薛定谔绘景和海森堡绘景的比较。
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第 章 量子力学的矩阵形式

力学量算符 态矢量

F̂S(t) = F̂S(0) = F̂S ψH(t) = ψH(0) = ψS(0) = ei
Ĥt
h̄ ψS(t)

F̂H(t) = ei
Ĥt
h̄ F̂Se

−i Ĥt
h̄ i h̄

(
(t
ψS(t) = ĤψS(t)

d
dt

F̂H(t) =
1
i h̄

[
F̂H(t),Ĥ

] (
(t
ψH(t) = 0.

薛定谔绘景和海森堡绘景

♣

狄拉克在

对于狄拉克来说， 年的夏天是异常难忘的。他试图将非对易性和经典力学结

合起来。几乎一个世纪以前，哈密顿已经建立了哈密顿方程来描述经典物理中物体的

运动规律。在哈密顿建立的分析力学中，物体的状态是由任意时刻物体的位置和动量

来描述。整个物理体系的运动规律完全由体系的哈密顿量控制，

H =
p2

2m
+V (x).

物体位置坐标和动量随时间的演化性质遵从如下的正则方程——哈密顿方程

dx
dt

=
(H
(p

,
dp
dt

= −(H
(x

.

设 f (x,p, t) 是坐标、动量和时间的某个函数，它对时间的全导数为

df
dt

=
(f
(t

+
(f
(x
(x
(t

+
(f
(p
(p
(t

,

将哈密顿方程代入后得
df
dt

=
(f
(t

+ {f ,H} ,

其中引入 H 和 f 的泊松括号 {f ,H}：

{f ,H}= (H
(x

(f
(p
− (H
(p

(x
(p

.

对任意的一对变量 f 和 g，泊松括号定义为

{f ,g}= (f
(x
(g
(p
− (f
(p
(g
(x

.

当 f = x 且 g = p 时，我们得到了关系式

{x,p}= 1 .

不显含时间的物理量 f (x,p) 随时间演化行为是

df
dt

=
(f
(x

dx
dt

+
(f
(p

dp
dt

= {f ,H}.
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薛定谔绘景和海森堡绘景

狄拉克发现：除以 i h̄ 因子后，量子力学算符对易子起到了和分析力学中的泊松括号

相类似的作用：

经典 量子

{x,p}= 1 [x̂, p̂] = i h̄

df
dt

= {f ,H} df̂
dt

=
1
i h̄
[f̂ ,Ĥ ]

狄拉克从而得到了经典和量子的对应原理：“将经典物理中的泊松括号替换成量子对

易子并除以 i h̄”。狄拉克将不对易的量子物理量称作为 q 数（ ），而经典物

理量为 c 数（ ）。 年 月 日，狄拉克完成他的量子理论，并在同年

月份发表文章，题目是“ ” 。
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