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第 章 自旋

自旋是最奇妙的量子现象，也是量子物理中最革命性的发现。和轨道角动量不同，

粒子自旋是真正的量子效应，没有任何经典对应。自旋物理量的性质以及它在量子尺

度上的普适性和重要性都大大超出人们想象。为了完整地描述一个电子，人们发现熟

悉的三维空间的自由度是不够的，必须引入一个具有角动量性质的电子内部自由度。

这个自由度是表示一个抽象空间，之所以说是抽象的，原因在于我们从未直接观测到

电子内部空间。我们目前对电子最好的理解仍然是“点”粒子 ，所以“自旋”一词并

不贴切，因为这个词容易使人误解电子自己是在旋转。我们要牢记：自旋是电子的量

子行为，没有任何经典参照。或许更正确的说法是——电子具有本征值为 1/2 的内
部角动量自由度。但这太绕口了，只要我们知道正确的物理图像就可以了，没有必要

抠字眼。正如我们知道地球绕着太阳旋转，为了这一真理前贤布鲁诺甚至付出生命代

价，但这并不妨碍我们在日常生活中讲“旭日东升”或“夕阳西下”。总而言之，我

们必须承认一个点粒子可以具有内禀角动量这一实验事实。

在 年 年期间有许多实验现象困惑着人们，例如碱金属双线结构、反

常 效应、元素周期表序列等。人们知道这些令人头痛的实验现象背后一定有

更深刻和基本的物理规律，但人们没有意识到所有的困难都可以用电子自旋解释。下

面我们列出这些实验难题和理论研究：

碱金属双线结构

实验上观测到钠原子光谱中的亮黄线的波长是 λ = 5893 。当人们用更高分辨

率的光谱仪分析时发现，原来它是有两条非常接近的光谱线组成，其波长分别

是 D1 : λ = 5896 和 D1 : λ2 = 5890 。

反常 效应

年 和 发现在弱磁场中原子光谱会分裂成偶数条

D1→ 4条 , D1→ 6条。

年泡利认为利用特别规则来描述原子光谱的复合结构是完全无法接受的，

他试图发现反常 效应背后隐藏的基本原理。 年初，泡利大胆猜测

“电子还具有一个全新未知的无法用经典物理解释的量子属性，这个属性对应

于一个双值的物理量。描述原子中电子性质需要 个量子数 (n, l,m,σ)，其中

一直到 10−18 米的尺度上，没有任何实验迹象表明电子内部具有其他的复合结构。目前位于欧洲核

子中心的大型强子对撞机的分辨率可以达到 10−19 米，但仍然没有任何迹象表明电子具有内部结

构。
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第 章 自旋

σ = ±1。正是这种双值性（nlm,+1 和 nlm,−1）可以解释反常 效应令

人费解的光谱线分裂。”

玻尔 索末菲壳层模型

年，玻尔和索末菲提出一个壳层模型来解释元素周期表中元素序列的

规律，指出元素周期表中每一元素都是前一个元素通过在其最外边电子壳

层中增加一个电子形成。 年 在《自然科学》刊物上发表

文章讨论《原子能级中的电子分布》，文中提到：“

K L M N 2 8(= 2+2+4)

18(= 2+2+4+4+6), · · ·

”索末菲对 的工作非常欣赏：“

’

’

”

泡利不相容原理（ ）

的工作给泡利留下深刻印象，并启发泡利提出著名的不相容原理：“没有

两个或两个以上的电子处于完全相同的状态”。换言之，不能有两个或两个以上

的电子具有完全相同的四个量子数，这样就可以解释元素周期表的元素排列规

律。泡利在文章中坦诚：“就原子中电子组的闭合和光谱的复合结构之间的联系

这一点，我们尚未能够为这一原理提供更为精确的理由。” 年泡利提出的

不相容原理在量子物理中产生巨大直接的影响，为量子力学攻城拔寨立下汗马

功劳，但因为自旋和不相容原理远远超出人们想象，所以直到 年泡利才拿

到诺贝尔物理学奖。

虽然泡利提出电子具有新的自由度 σ，但他没有将 σ 和电子自旋联系起来。为什么

需要用 个量子数，而不是三个来确定原子中的电子位置？这是一个神秘的现象。泡

利提出的第 个量子数的物理基础是什么呢？

年 月 日， 和 认识到第 个量子数是电子固有特

性，他们将这个特性称为“自旋”。这个名字明显不好，因为它令人联想到经典物理

中旋转图像。虽然他们的文章篇幅只有一页，但这个大胆的想法引起人们的关注并且

迅速得到人们的肯定。 和 曾经试图收回文章，因为简单地将电

子自旋和经典物理中的旋转联系起来会导致非常奇怪的结论。洛伦兹曾经就电子旋转

的经典物理图像做过简单计算。他的计算表明，如果将电子想象成一个球，为得到所

需的电子自旋数值，电子小球赤道处的速度要远远超过光速。估算如下：设电子小球
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半径为 rc，则电子库伦势能等于静能给出其半径大小大约为

e2

rc
=mec

2 =⇒ rc =
e2

mec2
= 2.8× 10−15m.

要求电子表面旋转导致的角动量是 h̄/2（两值性要求），

mvcrc =
h̄
2

=⇒ vc =
c
2α

=
137
2

c≫ c.

泡利也反对自旋的说法，原因是用电子自旋所推导出的碱金属双线分裂间距是实

验值的两倍。如果这个劈裂是起源于电子自旋磁矩和电子轨道角动量之间耦合，那么

我们可以想象坐在电子上，而原子核绕着电子旋转，其轨道角动量为 L⃗，这个旋转产

生一个磁场，

B⃗i = −
v⃗ × E⃗
c2

=
ZeL⃗

4πϵ0mec2
1
r3

磁场和电子磁矩之间相互作用 −µ⃗e · B⃗。但非常遗憾地是，此相互作用给出实验观测
值的两倍。 年 月，英国物理学家 指出电子静止系并非是惯性

系，正确的相对论计算给出一个额外的 1/2 因子。考虑这个 1/2 因子后，理论预言
和实验符合的非常好！ ！只要人们承认电子具有无经典对应的内禀角动量这一

物理事实，那么所有的谜题——碱金属双线结构、反常 效应、元素排列顺序

等——都迎刃而解。

在 和 之前已经有人想到电子自旋的概念，这个倒霉蛋是德

裔美国人 。 年 访问欧洲时提出电子自旋，他还基于电子小

球旋转的经典图像中计算出电子小球表面速度超光速和碱金属双线分裂太大等困难。

不幸的是， 跑去和玻尔讨论电子自旋的想法，但遭到玻尔的强烈反对。更加不

幸的是，他又跑去和泡利讨论，泡利坚决地反对电子自旋概念。因为泡利闻名于世的

批判能力， 最后放弃发表文章。 和 提出自旋之后，玻尔

写信给 表示他的惊愕和深深的遗憾。玻尔私下表示：“ 是个笨蛋。如果

他坚信自己的工作是正确的，那么不管谁反对，都应该发表它”。人们必须谨记：“发

表或灭亡”是这条科学界的铁律。 年内发生的这一连串令人眼花缭乱的变

化影响了许多人。考虑到泡利 事件，诺贝尔委员会对电子自旋工作采取尽量

回避的态度。这直接导致电子自旋如此重要的工作没有获得诺贝尔奖，这不得不说是

一大遗憾。

发现电子自旋的过程是非常神奇的，数字“ ”在这个过程中起到了关键的作用。

这个迷惑人的“ ”无处不在（人们从未期望这些“ ”具有共同的起源。）：电子自旋

具有“ ”值量子数，其朗德 g 因子是电子轨道角动量 g 因子的“ ”倍；正常

效应发生在具有“ ”个电子的原子中；反常 效应的光谱线分裂为“ ”的整

数倍；具有闭合壳层的原子中有 2n2 个电子；泡利不相容原理不允许“ ”个电子占

据同一个量子状态； 进动引入了一个 1/2 因子；斯特恩 盖拉赫实验观测到

“ ”个亮斑。大自然似乎并不希望我们轻易地发现自然界的基本规律，所以它将“ ”

隐藏在各个角落。



曹
庆
宏

讲
义
草
稿

请
勿
传
播

第 章 自旋

!
目前自然界中已知粒子的自旋共有三种：

自旋为 0：希格斯（ ）粒子，又称作为“上帝粒子”，于 年 月 日

发现，是有质量粒子的质量起源。目前人们正在精确检验它的各种属性；

自旋为 1/2：电子、正电子、质子、中子、 轻子、中微子、夸克以及各种

复合粒子等；

自旋为 1：光子、W 和 Z 玻色子、胶子等传播相互作用的媒介粒子。

此外还有尚未被实验证实的自旋为 2 的引力子。

斯特恩 盖拉赫实验

年斯特恩和盖拉赫发现一束处于基态的银原子通过非均匀磁场时分裂成两

束。银原子基态轨道角动量为 ，所以没有轨道磁矩。入射银原子束分成两束又表明

银原子的确具有磁矩，这个磁矩并非来自电子轨道，而是来自于电子自己本身（核

磁矩要比电子磁矩小三个量级左右）。这个磁矩是电子内禀性质，而电子自旋相联系。

虽然所有教科书都用斯特恩 盖拉赫实验说明电子具有自旋且自旋角动量是 1/2，但
真实的历史并非如此。斯特恩和盖拉赫在 年时根本就不知晓“自旋”概念，他

们做实验的动机和目标也不是测量自旋。记得我们曾经提过：几乎所有重大的物理发

现都是“副产品”。银原子双斑实质上是寻找芝麻过程中大自然给我们的西瓜，然而

大部分情况下我们都是丢掉西瓜去捡芝麻。

神奇的误会

带电粒子的圆周运动必然会产生磁矩，轨道角动量量子化直接导致相应的磁矩也

是量子化的。这样这些量子化的磁矩应该可以通过其与磁场的相互作用观测到。正如

大部分人（也包括玻恩）并不太相信轨道量子化，人们倾向于认为轨道量子化只不过

是一个权宜之计，一个数学手段而已。但旧量子论的成功使得人们仔细思量轨道量子

化的实质。 年，旧量子论大师索末菲计算了外磁场中空间量子化和量子化方向，

得到 µ⃗ = γ L⃗ 而且轨道角动量的回旋比（ ，定义为磁矩和角动量的

比值）是 q/2m。索末菲对测量量子化的轨道角动量产生的磁矩非常感兴趣，他认为
这将是第一个不通过辐射过程来直接证明量子化的实验。但人们或许会提出反对意

见：轨道角动量的量子数是 ，具有三个分量 Lz = 0,+1,−1，所以你应该在平面上观
测到 个亮斑。但为什么之观测到两个亮斑哪？非常有趣的是， 年玻尔已经证

明旧量子论中 Lz = 0 的轨道不是稳定的，所以人们相信因轨道角动量量子化而导致

的轨道磁矩应该具有偶数个分量，即 Lz = ±1。玻尔很少能正确预言实验结果，但这
次他的结论是对的，虽然论证过程是错的。

年，在法兰克福大学任教的玻恩（ 岁）认为这个实验是非常重要的，绝

对值得做。玻恩找到他的同事斯特恩（ 岁）——当时世界上首屈一指的原子和分子
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斯特恩 盖拉赫实验

束的专家——谈及这个实验和理论动机，希望斯特恩可以进行这个实验。但非常不幸

的是，斯特恩对于理论家搞得东西完全不感兴趣。劝说失败后，玻恩决定自己动手，

丰衣足食。他找到一个有实验天分的助手—— ——来帮助

他。玻恩的行动让所有人都大吃一惊，以至于卢瑟福问玻恩是否有个做实验物理的堂

兄弟。然而雄心勃勃的玻恩不得不面对一个狼狈的现实：“越好的理论学家就是越笨

的实验物理学家”。似乎理论才能和实验才能也遵守不相容原理，二者不可兼得。当然

也有例外，意大利裔物理学家恩里克 费米就是公认的二十世纪最后一位理论和实验

的双料大师。不过玻恩并不感到难堪，在“理论和实验不相容”这一点上，还有一个

比他更糟的家伙。没有最糟，只有更糟。这位天王级的实验杀手就是大名鼎鼎的泡利。

每当泡利进入实验室时，实验室必定发生意外。这被人戏称作“泡利不相容定律”。

经过多次劝说失败之后，顽强的玻恩终于说服了斯特恩来进行这个实验。虽然斯

特恩决定做这个实验，但他仍然怀疑轨道量子化的想法。在斯特恩看来，“轨道量子

化只不过是计算规则而已”，而他做这个实验的最终目的是“想彻底证明这帮理论家

们是在胡搞”。斯特恩设计了一套全新的实验方案，为了检验微弱的银原子磁矩，实

验上需要在 度高温下使一束银原子在 10−4 秒内通过不均匀磁场后达到收集屏

上，这对实验技术提出非常高的要求。斯特恩虽然设计了实验，但他的实验技能也不

足以独立完成实验，所以实验进展缓慢。非常走运的， 岁的实验天才盖拉赫闪亮登

场。盖拉赫到法兰克福后将玻恩理论想法、斯特恩实验设计和实验技术人员完美地结

合起来，最终看到两个亮斑。这似乎是成功验证了索末菲的理论预言。特别值得一提

的是，斯特恩和盖拉赫甚至精确测量了银原子磁矩 µ0（精度达到百分之一）

µ0 =
∣∣∣∣γ轨道0

∣∣∣∣ h̄ =
q

2me
h̄.

实验数值和玻尔及索末菲理论预言一致。人们为之欢呼！ 岁的泡利祝贺 岁的盖

拉赫时开玩笑说：“现在老顽固斯特恩应该承认空间量子化了”。

然而人们没有意识到大自然和我们开了一个玩笑：上面公式应该写作为

µ0 =
q

2me
h̄ =⇒ µ自旋 = 2×

(
q

2me

)(
h̄
2

)
,

等式右边第一个数字 2 是电子的朗德 g 因子，它是轨道角动量 g 因子的 倍。正是

由于这个倍数 2，导致电子磁矩和磁场相互左右和电子轨道磁矩和磁场相互作用完全

相等。物理学家对待实验结果有一种偏见，如果早有理论预测某种实验现象，那么不

管这种现象有多么奇怪，只要实验结果和理论预测相符，人们还是倾向于相信该实验

结果。如果旧量子论没有给出轨道角动量只有两个分量的结论，那么人们对斯特恩

盖拉赫的双斑结果会感到非常疑惑，并一定会研究其本后的物理机制。电子自旋也

学就有可能被提前发现。另外一个例子是 3K 宇宙背景辐射（为 和

发现），在得到 的宇宙大爆炸理论支持之前，这个信号仅仅被认为是一种未

知不可控的背景噪声而已。要想做到真正的无偏见是非常难的。
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经典磁矩 磁场相互作用

在经典物理中，具有磁矩的原子处于磁场 B⃗ 中，磁矩和磁场相互作用导致磁势为

W = −µ⃗ · B⃗,

同时原子还会受到一个扭矩（ ）Γ⃗ 为

Γ⃗ = µ⃗× B⃗.

当磁场是非均匀时，磁势随空间变化导致原子受到一个作用力

F⃗ = −∇W = ∇(µ⃗ · B⃗) =
∑

i=x,y,z

µi(t)∇Bi .

虽然原子的行星模型不正确，但我们可以用它计算原子磁矩并得到磁矩和角动量

之间的经典关系。令电子质量和电荷分别为 me 和 −e。考虑一个电子以常速度 v 沿

着半径为 r 的圆周绕 +Q 电荷的原子核运动（原子核质量 MN 远远大于电子质量）。

此时系统的角动量为

L⃗ = r⃗ × p⃗ =merve⃗n,

其中 e⃗n 为垂直于电子运动平面的单位矢量。此电流环路产生的磁矩为

µ⃗ = ISe⃗n = −
ev
2πr

(
πr2

)
e⃗n =

−qv
2me

(merv) =
−e
2me

L⃗,

其中 I = −qv/2πr 是电子圆周运动形成的电流，S = πr2 是电子绕行圆周面积。这样

我们就得到了角动量和磁矩之间的经典关系

µ⃗ = γ0L⃗,

其中 γ0 是回旋磁比率或回旋比（ ）。在量子物理中我们仍然采用

这种定义，

µ⃗J = g
e

2me︸︷︷︸
γ0

J⃗ ,

其中 J⃗ 是角动量，而 g 被称作为朗德（ ）g 因子。

对应于电子轨道角动量，g轨道 = 1；

对应于电子自旋，g自旋 = 2。

g自旋 是目前测量最精确的物理量，它并不严格等于 2。目前实验测量数值是

ge = 2.0023193043622± 0.00000000000015.

如此精确的测量必然要求理论计算也要达到相同的精度。目前 大学的

教授和他的合作者已经计算量子电动力学（ ，
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I(a) I(b) I(c) I(d) I(e)

I(f) I(g) I(h) I(i) I(j)

II(a) II(b) II(c) II(d) II(e)

II(f) III(a) III(b) III(c) IV

V VI(a) VI(b) VI(c) VI(d) VI(e)

VI(f) VI(g) VI(h) VI(i) VI(j) VI(k)

图 对轻子 g −2的第 阶 微扰修正中 个规范不变子集的代表性费曼图。

）对 aµ = (g − 2)/2 的 圈图辐射修正，总共包含了 个费曼图 ，其中代

表性费曼图如图（ ）所示。实验已经验证了此理论计算结果，这说明微扰量子电动

力学（ ）在 10−12 精度上工作的非常完美。这个

工作是人们精确计算的巅峰之作。实际计算中经常选用玻尔磁子（ ）作为磁

矩单位，µB = h̄|γ0|= eh̄/2me。

因为原子磁矩 µ⃗，原子在磁场中受到扭矩作用 Γ⃗ = µ⃗× B⃗。在此扭矩作用下，原子
磁矩将绕外磁场 B⃗ 螺旋进动，而不会向指南针一样沿着外磁场磁力线方向排列。原

子角动量 L⃗ 随时间变化关系是

dL⃗
dt

= Γ⃗ =⇒ dµ⃗
dt

= −γ0B⃗× µ⃗ ,

即位置 r⃗ 处的原子磁矩并不沿着 B⃗(r) 方向排列，而是绕 B⃗(r⃗) 方向旋转进动，其频率

为

ω0 = −γ0B(r⃗) 拉莫尔频率， 年

磁矩空间

因为电子自旋的希尔伯特空间是完全独立于三维外部空间（HExternal），我们将

电子自旋的希尔伯特空间称作为 HInternal。如果要描述电子自旋空间，我们必须通过

实验手段来探测电子自旋空间，这个实验手段就是电子磁矩。下面我们用银原子为例

讨论电子自旋，并用磁矩空间表示自旋空间。斯特恩 盖拉赫（ ，简记

为 ）实验测量的是原子磁矩在磁场变化方向上的银原子磁矩分量。设不均匀磁场
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沿 Z 方向，实验结果表明银原子磁矩 µZ = ±µB。我们猜测磁矩空间的维数是 。注

意：这是一个理论猜测！在物理上我们永远无法证明一个理论是唯一正确的，因为物

理科学只可以证伪。但物理学家追求的是用尽可能简单的假设和理论来解释尽可能多

的现象。因为磁场方向的选取是任意的，所以将磁场方向旋转到 X 和 Y 方向上我们

测量到原子磁矩大小也是 ±µB。这说明银原子磁矩是一个是矢量，

µ⃗ =
(
µ̂x, µ̂y , µ̂z

)
.

这里的 x,y,z 仅仅是标号而已，也可换成 1,2,3。

Source
SG

ûX
X,−

X,+

SG

ûZ
Z,−

Z,+

SG

ûY
Y,−

Y,+

图 假设实验：一系列 实验

下面考虑如图（ ）所示的一系列 实验：银原子从源中产生后首先通过一个

在 z 方向上的不均匀磁场，其后出射的银原子中仅 µz = + 的部分（记作 |z,+⟩）被
允许进入一个沿 x 方向不均匀分布的磁场。实验结果表明出射的银原子中有 50% 是

µx = + 和 50% 是 µx = −。其中处于 |x,+⟩ 态的银原子被允许进入另一个沿着 y 方

向的不均匀磁场，此时我们发现出射的银原子中一半处于
∣∣∣y,+

〉
，另一半处于

∣∣∣y,−〉。
这个实验表明银原子磁矩的各分量 µ̂x,y,z 是无法同时测量的，即它们不对易。我们选

取 µz = ±1 来定义磁矩的基矢方向。因为此空间维数为 ，且 |z+⟩ 和 |z−⟩ 独立（厄
米算符不同本征值对应的本征函数正交），所以 |z,±⟩ 构成磁矩空间正交归一完备的
“坐标系”。将基矢 |z,±⟩ 用矩阵表示如下

|z,+⟩=
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , |z,−⟩=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

在此表象中 µ̂x 算符是

µ̂z =
∑

i=+/−
µB |z, i⟩ i ⟨z, i |= µB

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

下面我们根据上面的实验测量结果推导 µ̂x,y 的矩阵形式。设

µ̂x = µB

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a b

c d

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

厄米算符要求 µ̂†x = µ̂x，即
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a∗ c∗

b∗ d∗

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a b

c d

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =⇒ a,d是实数, c∗ = b.



曹
庆
宏

讲
义
草
稿

请
勿
传
播

斯特恩 盖拉赫实验

又因为 µ̂x = ±µB，所以由线性代数可知，矩阵本征值之和等于矩阵的 ，而本征

值之积等于矩阵的行列式，所有我们有如下两个条件：

Tr (µ̂x) = +1− 1= 0 =⇒ a+ d = 0,

det (µ̂x) = (+1)× (−1) =⇒ ad − bc = −1.

在 |z,+⟩ 态中测量 µ̂x 得到 50% 的 +µB 和 50% 的 −µB，所以测量 µ̂x 的平均值为零，

〈
z+

∣∣∣µ̂x
∣∣∣z+

〉
= µB

(
1 0

)
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a b

c d

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠= µB × a = 0 =⇒ a = d = 0.

这样我们可以将 µ̂x 和 µ̂y 写作如下形式

µ̂x = µB

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 e−iφx

eiφx 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , µ̂y = µB

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 e−iφy

eiφy 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

其中 φx 和 φy 是待定相位因子。

为推导 φx 和 φy 之间的关系，我们考虑在 |x+⟩ 态中测量 µ̂y 的平均值。因为

µy = ±1 的测量值出现几率相等，所以这个平均值为零。因为

|x,+⟩= 1√
2

(
|z+⟩+ eiφx |z−⟩

)
=

1√
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

eiφx

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

所以

〈
x+

∣∣∣µ̂y
∣∣∣x+

〉
=

µB
2

(
1 e−iφx

)
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 e−iφy

eiφy 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

eiφx

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠= µB cos(φx−φy) = 0

从而 φx 和 φy 满足如下条件

∣∣∣φy −φx

∣∣∣=
(2n+ 1)π

2
, n = 0,1,2, · · · .

我们无法对这两个相位做进一步的限制。在量子物理中绝对相位没有意义，因为仅

有相对相位才对应于物理课观测量。为简化表示，我们选取泡利表象——φx = 0 和

φy = π/2，从而得到银原子磁矩算符为

µ̂x = µB

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1

1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , µ̂y = µB

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 −i
i 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , µ̂z = µB

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

上面的矩阵就是泡利矩阵 σ1,2,3

σ1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1

1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , σ2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 −i
i 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , σ3 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
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第 章 自旋

因为银原子磁矩就是银原子内部的电子磁矩，所以按照我们前面给出的磁矩—自

旋关系就可以进一步得到电子自旋算符各分量（Ŝx,y,z）的矩阵形式

Ŝx =
h̄
2
σ1 =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1

1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

Ŝy =
h̄
2
σ2 =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 −i
i 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

Ŝz =
h̄
2
σ3 =

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

一般性的自旋矢量为

S⃗ = Ŝxe⃗x + S⃗y e⃗y + S⃗zs⃗z.

可以验证电子自旋算符满足角动量对易关系：

[
Ŝx, Ŝy

]
= i h̄Ŝz ,

[
Ŝz, Ŝx

]
= i h̄Ŝy ,

[
Ŝy , Ŝz

]
= i h̄Ŝx.

从角动量理论可知， [
ˆ⃗S2, Ŝx,y,z

]
= 0,

这就意味着
ˆ⃗S2 和自旋角动量的任意一个分量都有共同本征函数。通常人们选择

ˆ⃗S2

和 Ŝz，记其共同本征函数为 |s,ms⟩，满足如下的本征方程
ˆ⃗S2 |s,ms⟩= s(s+ 1)h̄2 |s,ms⟩ , Ŝz |s,ms⟩=mh̄ |s,ms⟩ .

如果系统初态处于 |z+⟩ 态，而磁场方位是任意，试问此时测量磁矩结果如何？
考虑在 x− z 平面中磁场与 z 轴成 θ 角，取其方向为 ûθ，在经典物理中沿 ûθ 方向的

磁矩为

ûθ = ûx sinθ+ ûz cosθ.

根据对应性原理，我们假设

µ̂θ = µ̂x sinθ+ µ̂z cosθ.

此规则可以保证，在旋转操作下磁矩各分量的平均值（
〈
µ̂x

〉
，

〈
µ
〉
y，

〈
µ̂z

〉
）的变化性

质和经典三维矢量相同。在 µz 表象中，

µ̂θ = µB

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
cosθ sinθ

sinθ −cosθ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

明显 µ̂θ 的本征值是 ±µB，因为我们完全可以选择 ûθ 方向作为 z 轴。其相应的本征

函数分别为

|θ,+⟩= |z,+⟩cos θ
2
+ |z,−⟩sin θ

2
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
cos θ2
sin θ

2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,
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|θ,−⟩= − |z,+⟩sin θ
2
+ |z,−⟩cos θ

2
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−sin θ

2

cos θ2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

将磁矩向上的 µ̂z 本征态 |z,+⟩ 入射到 µ̂θ 仪器中，测得 µθ = ±µB 的几率如下：

P+ = |⟨θ,+ |z,+⟩|2 =
∣∣∣∣∣cos

θ
2
⟨z,+ |z,+⟩+ sin

θ
2
⟨z,− |z,+⟩

∣∣∣∣∣
2
= cos2

(θ
2

)

P− = |⟨θ,− |z,+⟩|2 = sin2
(θ
2

)
.

三维情况下，设磁场沿着 n⃗ 方向，n⃗ = (sinθ cosφ, sinθ sinφ, cosθ)，此时磁矩为

µ̂n = ˆ⃗µ · n⃗ = µB
(
σx sinθ cosφ+ σy sinθ cosφ+ σz cosθ

)

= µB

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

cosθ sinθe−iφ

sinθeiφ −cosθ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

同理可得自旋矢量沿 n⃗ 方向的算符为

Ŝn =
h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

cosθ sinθe−iφ

sinθeiφ −cosθ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

电子波函数

自旋没有经典对应，我们仅仅知道电子自旋的对易关系和本征值，那么我们如何

描述电子的自旋波函数呢？

选取自旋 ŝz 的本征态 |z+⟩ ≡ |+⟩ 和 |z−⟩ ≡ |−⟩ 作为自旋空间基矢，电子波函数一
般形式为 ∣∣∣ψ(t)

〉
=

∣∣∣ψ+(r⃗, t)
〉⊗ |+⟩+

∣∣∣ψ−(r⃗, t)
〉⊗ |−⟩ ,

这又称作为混合表示。在此表示中，波函数内积为

〈
ψ(t)

∣∣∣χ(t)
〉
=

∫
[ψ∗+(r⃗, t)χ+(r⃗, t) +ψ∗−(r⃗, t)χ−(r⃗, t)]d

3r⃗,

波函数和自身内积为

〈
ψ(t)

∣∣∣ψ(t)
〉
=

∫ ∣∣∣ψ+(r⃗, t)
∣∣∣2d3r⃗ +

∫ ∣∣∣ψ−(r⃗, t)
∣∣∣2d3r⃗.

几率诠释要求上式归一化，其中 |ψ+(r⃗, t)|2表示在 r⃗ 处的体积元 d3r⃗ 内发现 sz = +h̄/2
的粒子的概率密度，而 |ψ−(r⃗, t)|2 表示在 r⃗ 处的体积元 d3r⃗ 内发现 sz = −h̄/2 的粒子
的概率密度。在不计自旋时，对自旋自由度求和后得到几率密度为

P(r⃗, t) = |ψ+(r⃗, t)|2+ |ψ−(r⃗, t)|2,

则发现 sz = ±h̄/2 的几率密度为

P+(r⃗, t) =

∣∣∣ψ+(r⃗, t)
∣∣∣2

P(r⃗, t)
, P−(r⃗, t) =

∣∣∣ψ−(r⃗, t)
∣∣∣2

P(r⃗, t)
.
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第 章 自旋

另外一种表述方式是采用简洁的旋量（ ）表示

∣∣∣ψ(t)
〉
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ψ+(r⃗, t)

ψ−(r⃗, t)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

〈
ψ(t)

∣∣∣=
(
ψ∗+(r⃗, t) ψ∗−(r⃗, t)

)
,

其中选取 ŝz 的本征态为基矢，定义如下

|+⟩=
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , |−⟩=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

注意：这两种表述本质上都是两个不同希尔伯特空间的直乘（张量积）。

银原子在磁场中运动的量子理论

磁场中运动的银原子的哈密顿算符是

Ĥ = Ĥext ⊗ Îint + Ŵ ,

其中 Ĥext 描述银原子在三维坐标空间中运动，而 Ŵ 则描述银原子磁矩和磁场之间的

相互作用

Ŵ = − ˆ⃗µ · B⃗(r⃗) = −µ̂xBx(r⃗)− µ̂yBy(r⃗)− µ̂zBz(r⃗).

如果 B⃗(r⃗) 是一个常数磁场，那么 Ŵ 中不包含任何外部空间的信息，例如 B⃗ = B0êz
时，Ŵ = −µ̂zB0。此时 B0 仅仅是一个伸缩因子。所以此时波函数可以因式分解为外

部空间部分和内部磁矩空间部分——也叫做外部空间和内部空间因子化。当 B⃗(r⃗) 不

是常数时，Ŵ 同时包含外部空间和磁矩空间信息，此时我们无法因子化外部空间和

内部空间，因为相互作用将其联系起来。

将混合表示的一般解
∣∣∣ψ(t)

〉
= ψ+ |+⟩+ψ− |−⟩ 代入到薛定谔方程中得

i h̄
-
-t

(ψ+ |+⟩+ψ− |−⟩) =
(
Ĥext ⊗ Îint + Ŵ

)
(ψ+ |+⟩+ψ− |−⟩) .

用左矢 ⟨+| 和 ⟨−| 分别和薛定谔方程做内积得到

i h̄
-
-t
ψ+ = Ĥextψ+ +

〈
+
∣∣∣Ŵ

∣∣∣+
〉
ψ+ +

〈
+
∣∣∣Ŵ

∣∣∣−
〉
ψ−,

i h̄
-
-t
ψ− = Ĥextψ−+

〈
−
∣∣∣Ŵ

∣∣∣−
〉
ψ−+

〈
−
∣∣∣Ŵ

∣∣∣+
〉
ψ+,

采用旋量表示

i h̄
-
-t

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ψ+

ψ−

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Ĥext +

〈
+
∣∣∣Ŵ

∣∣∣+
〉 〈

+
∣∣∣Ŵ

∣∣∣−
〉

〈
−
∣∣∣Ŵ

∣∣∣+
〉

Ĥext +
〈
−
∣∣∣Ŵ

∣∣∣−
〉
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ψ+

ψ−

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
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银原子在磁场中运动的量子理论

大部分实验中自旋和空间变量是紧密关联的，无法因子化。如果在具体物理问题

中，和自旋有关的相互作用非常微弱，此时我们可以将自旋自由度和空间部分视作完

全独立（脱耦），波函数也可因子化为

∣∣∣ψ(t)
〉
= ψ(r⃗, t)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
α+(t)

α−(t)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

此时测量仅和电子空间部分有关的物理量，我们所得到的结果将和电子自旋无关，仿

佛电子没有自旋，但此时还存在着对电子自由度的简并。例如我们之前推导氢原子能

级时并没有考虑电子自旋时得到能级简并度为 n2，考虑电子自由度后简并度为 2n2。

另一方面，与电子自旋有关的物理量测量值也和粒子位置无关。例如核磁共振效应中

核子位置并不重要，核子自旋给出我们所需的全部信息。

均匀常磁场中银原子运动

下面我们考虑均匀磁场中磁矩的运动行为。设均匀磁场沿着 z 轴，B⃗ = B0êz，哈

密顿算符为

Ĥ =
p⃗2

2m
⊗ Îint − Îext ⊗ µ̂zB0.

因为空间部分和磁矩空间完全脱耦，我们只需考虑磁矩空间。波函数是

∣∣∣ψ(t)
〉
= ψ(r⃗, t)

(
α(t) |+⟩+ β(t) |−⟩

)
,

假设波函数已经归一化。将波函数代入薛定谔方程中，

i h̄
-
-t
ψ(r⃗, t) = − h̄2

2m
∇ψ(r⃗, t)

i h̄
d
dt

(
α(t) |+⟩+ β(t) |−⟩

)
= −µ̂zB0

(
α(t) |+⟩+ β(t) |−⟩

)
.

易得 α(t) 和 β(t) 随时间演化微分方程为

i h̄
d
dt
α(t) = −µBB0α(t) =⇒ α(t) = α0e

−iω0t
2

i h̄
d
dt
β(t) = +µBB0β(t) =⇒ β(t) = β0e

i
ω0t
2 ,

其中

ω0 = −
2µBB0

h̄
= −qB0

me
= −γ0B0.

在 t 时刻磁矩 µ̂x 的平均值是

Mx(t) = µB
(
α∗(t) β∗(t)

)
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1

1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
α(t)

β(t)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= µB

[
α∗(t)β(t) + β∗(t)α(t)

]
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= µB

[
α0β0e

iω0t +α0β0e
−iω0t

]

= µB

[
2α0β0 cosω0t

]
.

类似地可得其他磁矩平均值，结果总结如下

Mx(t) =
〈
ψ(t)

∣∣∣µ̂x
∣∣∣ψ(t)

〉
= 2µBα0β0 cosω0t,

My(t) =
〈
ψ(t)

∣∣∣µ̂y
∣∣∣ψ(t)

〉
= 2µBα0β0 sinω0t,

Mz(t) =
〈
ψ(t)

∣∣∣µ̂z
∣∣∣ψ(t)

〉
= µB

(
|α0|2 − |β0|2

)
,

其中不失一般性，我们取 α0 和 β0 是实数。

我们注意到：因为 [Ĥ ,µz] = 0，µ̂z 是守恒量，所以 Mz 是常数。其次，磁矩平均

值随时间变化关系为

Ṁx(t) = −ω0My

Ṁy(t) = ω0Mx

Ṁz(t) = 0

此即

dM⃗
dt

= ω0e⃗z × M⃗ = −γ0B⃗× M⃗ .

磁矩平均值随时间变化绕 z 做回旋进动，其运动方程形式和经典物理中运动方程一

致。

在经典物理中，t = 2π/ω0 时，作回旋进动的物体经过一个周期回到原地，但这

对量子物理中的自旋并不成立。设在 t = 0 时刻，系统处于 µx = +µB 的本征态 |x+⟩
∣∣∣ψ(t = 0)

〉
=

∣∣∣ψ(0)
〉
=

1√
2
(|+⟩+ |−⟩),

经过时间 t 后体系的波函数为

∣∣∣ψ(t)
〉
=

1√
2

(
e−i

ω0t
2 |+⟩+ ei

ω0t
2 |−⟩

)
.

当 t = 2π/ω0 时，系统绕磁场进动一周，此时波函数仍然是 µ̂x 的本征态，

µ̂x
∣∣∣ψ(t = 2π/ω0)

〉
= +µB

∣∣∣ψ(t = 2π/ω0)
〉
.

然而系统的波函数发生了变化

∣∣∣∣∣ψ(t =
2π
ω0

)

〉
= − 1√

2

(
|+⟩+ |−⟩

)
= −

∣∣∣ψ(0)
〉
.
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注意：这和经典物理是完全不同的，自旋为
1
2
的量子体系必须旋转 4π 才回到原始状

态。当 t = 4π/ω0 时

∣∣∣∣∣ψ(t =
4π
ω0

)

〉
=

1√
2

(
|+⟩+ |−⟩

)
=

∣∣∣ψ(0)
〉
.

经典和物理的差异来源于 SO(3) 和 SU(2) 群的不同的数学结构，以后大家会在

群论课程中学习。费曼曾将用人体描述这个自旋 4π 的性质。我们原地转圈转过一周

后回到起始点。如果我们将左手抬高与肩平齐并且使手心朝上，当沿顺时针翻转手

掌 度时，由于肩部关节链接，我们的手臂和肘部无法回到原始状态，只有当我们

身体也旋转 度后才可以回到原始状体。另外一个例子是莫比乌斯（ ）环，

环上的蚂蚁必须走过 4π 才可以回到原地。 年，在自旋概念被提出之后不久，人

们就意识到自旋波函数的周期是 4π。但态矢量旋转 2π 后产生的相位是否有物理意

义呢？这个问题困惑人们将近 年之久。 年这个相位效应才被

等人用实验证实 。

磁共振实验

一个粒子的磁矩和它自旋之间的关联是 µ⃗ = γ S⃗，其中旋磁比 γ 的具体数值取决

于粒子的内禀属性。实验上如何精确地测量 γ 数值？

年 通过磁共振现象首次精确地测量 γ 数值。实验设置如下：首先沿 z

轴置放一个均匀磁场 B0，在 x−y 平面中放置一个旋转磁场 B⃗′，其旋转频率为 ω。体

系的哈密顿算符是

Ĥ = −µ⃗ · B⃗ = −µBB0σ̂z −µBB1σ̂x cosωt −µBB1σ̂y sinωt

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−µBB0 −µBB1 cosωt+ iµBB1 sinωt

−µBB1 cosωt − iµBB1 sinωt +µBB0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

其中第二步我们选取 µz 表象。定义

ω0 = −
2µBB0

h̄
, ω1 = −

2µBB1

h̄
,

则哈密顿算符为

Ĥ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

h̄ω0
2

h̄ω1
2

e−iωt

h̄ω1
2

eiωt − h̄ω0
2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

令波函数为
∣∣∣ψ(t)

〉
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a+(t)

a−(t)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,
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将波函数和哈密顿算符代入薛定谔方程中得

i h̄
-
-t

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a+

a−

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

h̄ω0
2

a+ +
h̄ω1
h̄

e−iωta−

h̄ω1
2

eiωta+ −
h̄ω0
2

a−

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

再定义

b±(t) = e±iωt/2a±(t) , a±(t) = b±(t)e
∓iωt/2,

则由薛定谔方程可知

iḃ+(t) = −
ω −ω0

2
b+ +

ω1
2
b−,

iḃ−(t) = +
ω1
2
b+ +

ω −ω0
2

b−.

从中可以得到 b±(t) 的二阶微分方程

b̈±+
(
Ω
2

)2
b± = 0, Ω2 = (ω −ω0)

2+ω2
1.

设初态为 µz = +µB 态（|+⟩），则有

a+(0) = 1, a−(0) = 0, b− = 0.

代入方程（ 和 ）中求解得到

b−(t) = −iω1
Ω

sin
(
Ω
2
t

)

b+(t) = cos
(
Ω
2
t

)
+ i

ω −ω0
Ω

sin
(
Ω
2
t

)
.

初态中粒子处于 µz = +µB 态，如果外部常磁场沿着 z 轴，那么粒子将围绕 z 轴

回旋进动，从而
〈
µ̂z

〉
保持不变。当在 x− y 面中额外施加一个旋转磁场 B⃗1 时，在 B⃗1

作用下，粒子也应该围绕 B⃗1 方向进行回旋进动，此时粒子将会出现 µz = −µB 态。下
面我们看一下在 t 时刻粒子处于 µz = −µB 态（|−⟩）的几率：

P|+⟩→|−⟩ =
∣∣∣⟨−

∣∣∣ψ(t)
〉∣∣∣2 =

∣∣∣a−(t)
∣∣∣2 =

∣∣∣b−(t)
∣∣∣2

=
∣∣∣∣
ω1
Ω

∣∣∣∣
2
sin2

(
Ωt
2

)

=
ω2
1

(ω −ω0)2+ω2
1
sin2

(
Ωt
2

)
.

其中第一项被称作为布莱特 魏格纳（ ）分布，通常描述一个共振态。我

们在一维共振散射过程中已经遇到过这个分布。从上面公式可知：

当 |ω −ω0|≫ ω1 时，自旋翻转几率很小；
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当 |ω −ω1| ∼ ω1 时，自旋翻转几率小于 ；

当 ω = ω0 时，

P|+⟩→|−⟩ = sin2
(
Ω
2
t

)
.

当 tn = (2n+ 1)π/ω1（n 为整数）时，

P|+⟩→|−⟩ = 1.

无论 B1 磁场多弱，粒子自旋都会发生翻转。

这就是 年 所推导的磁共振公式。因为精确测量物质的回旋比以及磁共振

技术的巨大应用价值， 年 获得诺贝尔物理学奖。

氢原子轨道 自旋角动量耦合

碱金属双线结构困惑了物理学家近 年之久。自旋概念提出之后，人们自然会

想到电子自旋和原子核相互作用引起了能量劈裂。总哈密顿算符为

Ĥ = T̂ +V (r̂) + ĤSO

=
p̂2r
2µ

+
ˆ⃗L2

2µr2
− e2

r
+Zα2E1

(a0
r

)3 S⃗ · L⃗
h̄2

其中最后一项是自旋 轨道角动量耦合（ ）的哈密顿算符，E1 =
1
2me(αc)2

是氢原子基态能量大小而 a0 是氢原子玻尔半径。此相互作用将轨道角动量希尔伯特

空间和自旋角动量希尔伯特空间相互关联起来，即直乘得到

HS⃗ ⊗HL⃗.

因为 L 和 S 作用在不同的希尔伯特空间，所以它们对易，
[
L̂, Ŝ

]
= 0.

但 S⃗ · L⃗ 和 S⃗ 不对易，也不和 L⃗ 对易，
[
L⃗, S⃗ · L⃗

]
= S⃗ · [L⃗, L⃗] ! 0,

[
S⃗ , S⃗ · L⃗

]
= [S⃗ , S⃗ ] · L⃗ ! 0

所以
ˆ⃗S 和 ˆ⃗L 都不再是守恒量。我们需要寻找其他的力学量守恒量。
定义轨道角动量和自旋角动量之和为 J（通常称为总角动量）

J⃗ = L⃗+ S⃗ .

将 J⃗ 称作为总“角动量”的原因是 J⃗ 满足角动量对易关系：

[Ĵi , Ĵj ] = i h̄ϵijkJk (或 J⃗ × J⃗ = i h̄J⃗),
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θ

L⃗

S⃗

(b)

θ

L⃗

S⃗

(a)

图 同时改变总角动量 J⃗ = L⃗+ S⃗； 仅改变轨道角动量而不改变自旋角动量。

容易验证

[Ĵi , Ĵj ] = [L⃗i + S⃗i , L⃗j + S⃗j ] = [L̂i , L̂j ] + [Ŝi , Ŝj ]

= i h̄ϵijk(L̂k + Ŝk)

= i h̄ϵijk Ĵk .

在存在轨道和自旋角动量耦合情况下，轨道角动量和自旋角动量都不再是守恒

量。这可以从图形 所示的经典图像来理解。图中黑线表示轨道角动量，而红线表示

自旋角动量。当存在耦合时，自旋角动量和轨道角动量被“粘结”在一起。当整个体

系“旋转”时，轨道角动量和自旋角动量必须和对方保持同步才可以保证两者之间构

形不变。如 图所示，如果改变轨道角动量而自旋角动量不变，明显体系状态就和初

态不同了。因此，当存在耦合时，轨道角动量和自旋角动量都不在是守恒量，而只有

两者整体才是守恒量。

下面我们通过检验力学量和哈密顿算符的对易关系来寻找力学量完全集。

[J⃗ , S⃗ · L⃗] = 0

[J⃗ , S⃗ · L⃗] = [L⃗+ S⃗ , S⃗ · L⃗] =
∑

i=x,y,z

(
Si [L⃗,Li ] + [S⃗ ,Si ]Li

)

= Sx[L⃗,Lx] + [S⃗ ,Sx]Lx + Sy [L⃗,Ly ] + [S⃗ ,Sy ]Ly + Sz[L⃗,Lz] + [S⃗ ,Sz]Lz

= Sx[Ly ,Lx]e⃗y + Sx[Lz,Lx]e⃗z + [Sy ,Sx]Lxe⃗y + [Sz,Sx]Lxe⃗z

+Sy [Lx,Ly ]e⃗x + Sy [Lz,Ly ]e⃗z + [Sx,Sy ]Lye⃗x + [Sz,Sy ]Lye⃗z

+Sz[Lx,Lz]e⃗x + Sz[Ly ,Lz]e⃗y + [Sx,Sz]Lze⃗x + [Sy ,Sz]Lze⃗y

= e⃗x
(
Sy [Lx,Ly ] + [Sx,Sy ]Ly + Sz[Lx,Lz] + [Sx,Sz]Lz

)

+e⃗y
(
Sx[Ly ,Lx] + [Sy ,Sx]Lx + Sz[Ly ,Lz] + [Sy ,Sz]Lz

)

+e⃗z
(
Sx[Lz,Lx] + [Sz,Sx]Lx + Sy [Lz,Ly ] + [Sz,Sy ]Ly

)

= i h̄e⃗x
(
SyLz + SzLy − SzLy − SyLz

)

+i h̄e⃗y (−SxLz − SzLx + SzLx + SxLz)

+i h̄e⃗z
(
SxLy + SyLx − SyLx − SxLy

)
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= 0

又因为 [J⃗ , L⃗2] = [J⃗ , S⃗2] = 0，所以 [J⃗ ,Ĥ ] = 0，也即 J⃗ 是守恒力学量。

）L⃗2 是守恒量，但 L⃗ 不是。

[L⃗2, S⃗ · L⃗] = S⃗ · [L⃗2, L⃗] = 0,
[
Li , S⃗ · L⃗

]
= Sj

[
Li ,Lj

]
! 0.

同理，S⃗2 是守恒量，但 S⃗ 不是。

综上所述，我们可以选取如下力学量完全集

{Ĥ , J⃗2, L⃗2, S⃗2, Jz}.

通常因为讨论的粒子自旋是已知的，所以人们常常从完全集中去除 S⃗2。

下面我们将轨道 自旋角动量耦合用力学量完全集中的力学量表示出来。因为

J⃗2 =
(
L⃗2+ S⃗2

)2
= L⃗2+ S⃗2+ 2S⃗ · L⃗,

所以
ˆ⃗S · ˆ⃗L =

1
2

(
ˆ⃗J2 − ˆ⃗L2 − ˆ⃗S2

)
.

因此，系统的哈密顿算符是

Ĥ =
p̂2r
2µ

+
ˆ⃗L2

2µr2
− e2

r
+α2E1

(a0
r

)3 1
2

(
ˆ⃗J2 − ˆ⃗L2 − ˆ⃗S2

)
.

守恒量完全集 {Ĥ , L⃗2, J⃗2, Ĵz} 的本征函数
波函数可以写作如下的旋量形式

ψ(θ,φ,sz) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
φ(θ,φ,+h̄/2)
φ(θ,φ,−h̄/2)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ≡

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
φ1(θ,φ)

φ2(θ,φ)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

我们要求本征函数满足如下几个本征方程。

）ψ 是 L⃗2 的本征函数，

ˆ⃗L2ψ = Cψ =⇒
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

L̂2φ1 = Cφ1

L̂2φ2 = Cφ2.

即 φ1 和 φ2 具有相同的轨道角动量。

）ψ 是 Ĵz 的本征态，

Ĵz

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
φ1

φ2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠= jz

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
φ1

φ2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
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[Ji ,vj ] = i h̄ϵijkvk v⃗ 是矢量或赝矢量

[Ji ,s] = 0 s 是数或标量

[Li ,ωj ] = i h̄ϵijkωk ω⃗(r⃗, p⃗)

[Li , f ] = 0 f (r⃗, p⃗) 是标量函数

[Si ,g ] = 0 g(r⃗, p⃗)

[Ji , Jj ] = i h̄ϵijkJk J⃗ = L⃗+ S⃗

[Ji ,Lj ] = i h̄ϵijkLk [Ji ,Sj ] = i h̄ϵijkSk

[Li ,Lj ] = i h̄ϵijkLk [Si ,Sj ] = i h̄ϵijkSk [Li ,Sj ] = 0

[Ji , J⃗2] = 0 [Ji , L⃗2] = 0 [Ji , S⃗2] = 0

[Li , L⃗2] = 0 [Li , L⃗2] = 0 [Si , L⃗2] = 0

[Si , S⃗2] = 0 [L⃗2, J⃗2] = 0 [S⃗2, J⃗2] = 0

角动量对易关系

♣

因为 Ĵz = L̂z + Ŝz，所以

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Ĵz 0

0 Ĵz

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
φ1

φ2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
L̂z + Ŝz 0

0 L̂z + Ŝz

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
φ1

φ2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
jz 0

0 jz

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
φ1

φ2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

从而有

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
L̂z 0

0 L̂z

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
φ1

φ2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
jz 0

0 jz

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
φ1

φ2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠−

h̄
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
+1 0

0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
φ1

φ2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

即 ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

L̂zφ1 =

(
jz −

h̄
2

)
φ1

L̂zφ2 =

(
jz +

h̄
2

)
φ2

φ1 和 φ2 也是 L̂z 的本征态，但本征值相差 h̄。明显，L̂ 不是力学守恒量。

因为 ψ 是 L̂2 的本征函数，且 φ1 和 φ2 的磁量子数相差 h̄，所以我们可以将 ψ

写作如下形式：

ψ(θ,φ,sz) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

aYl,m
bYl,m+1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

满足

L̂2ψ = l(l + 1)h̄2ψ, Ĵzψ =
(
m+

1
2

)
ψ.
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氢原子轨道 自旋角动量耦合

ψ 是 Ĵ2 的本征函数。Ĵ2 算符的矩阵表示如下：

ˆ⃗J2 = ˆ⃗L2+ ˆ⃗S2+ 2 ˆ⃗S · ˆ⃗L
= ˆ⃗L2+ ˆ⃗S2+ h̄

(
σ̂xL̂x + σ̂yL̂y + σ̂zL̂z

)

= ˆ⃗L2 ⊗ Î2×2+
3h̄2

4

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+ h̄

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1

1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ L̂x + h̄

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 −i
i 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ L̂y + h̄

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0

0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ L̂z

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ˆ⃗L2+
3
4
h̄2+ h̄L̂z h̄

(
L̂x − iL̂y

)

h̄
(
L̂x + iL̂y

) ˆ⃗L2+
3
4
h̄2 − h̄L̂z

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ˆ⃗L2+
3
4
h̄2+ h̄L̂z h̄L̂−

h̄L̂+
ˆ⃗L2+

3
4
h̄2 − h̄L̂z

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

代入到 J⃗2 的本征方程

Ĵ2
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

aYl,m
bYl,m+1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠= λh̄2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

aYl,m
bYl,m+1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

可得
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ˆ⃗L2+
3
4
h̄2+ h̄L̂z h̄L̂−

h̄L̂+
ˆ⃗L2+

3
4
h̄2 − h̄L̂z

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

aYl,m
bYl,m+1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠= λh̄2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

aYl,m
bYl,m+1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

利用角动量升降算符关系式

L̂±Yl,m = h̄
√
(l ∓m)(l ±m+ 1)Yl,m±1,

可得
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

[
l(l + 1) + 3

4 +m
]
h̄2aYl,m + h̄2

√
(l +m+ 1)(l −m) bYl,m

√
(l +m+ 1)(l −m) h̄2aYl,m+1+

[
l(l + 1) + 3

4 − (m+ 1)
]
h̄2bYl,m+1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= λh̄2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

aYl,m

bYl,m+1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

这给出两个本征值方程：

λa =
[
l(l + 1) +

3
4
+m

]
a+

√
(l +m+ 1)(l −m) b

λb =
√
(l +m+ 1)(l −m) a+

[
l(l + 1) +

3
4
− (m+ 1)

]
b.

存在非平庸解要求
∣∣∣∣∣∣∣
l(l + 1) + 3

4 +m−λ
√
(l +m+ 1)(l −m)

√
(l +m+ 1)(l −m) l(l + 1) + 3

4 − (m+ 1)−λ

∣∣∣∣∣∣∣
= 0,
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第 章 自旋

它给出两个本征解

λ1 =
(
l +

1
2

)(
l +

3
2

)

λ2 =
(
l − 1

2

)(
l +

1
2

)
.

定义 j = l ± 1
2
，则 J⃗2 算符本征值为 j(j + 1)h̄2。

当取 j = l +
1
2
时，可得

a
b
=

√
l +m+ 1
l −m ,

从而给出归一化的波函数

ψ(θ,φ,sz) =
1√

2l + 1

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

√
l +m+ 1Yl,m√
l −mYl,m+1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

√
l +m+ 1
2l + 1

|+⟩Yl,m(θ,φ) +
√

l −m
2l + 1

Yl,m+1(θ,φ) |−⟩ ,

其中自旋空间波函数

|+⟩=
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , |−⟩=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

当取 j = l − 1
2
时，可得

a
b
= −

√
l −m

l +m+ 1
,

给出归一化的波函数

ψ(θ,φ,sz) =
1√

2l + 1

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−
√
l −mYl,m√

l +m+ 1Yl,m+1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= −
√

l −m
2l + 1

|+⟩Yl,m(θ,φ) +
√

l +m+ 1
2l + 1

Yl,m+1(θ,φ) |−⟩ .

碱金属光谱的双线结构

从上面求解出的 {Ĥ , J⃗2, L⃗2, Ĵz} 力学量完全解的本征函数可知，当 l = 0 时，j = s，

此时无自旋 轨道角动量耦合。当 l ! 0 时，j = l ± 1
2
，此时 S⃗ · L⃗ 的本征值为

1
2

{
j(j + 1)− l(l + 1)− 3

4

}

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

1
2
l, j = l + 1

2, L⃗和S⃗平行,

−1
2
(l + 1), j = l − 1

2, L⃗和S⃗反平行.
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角动量耦合

为求解由自旋 轨道角动量耦合所带来的能级劈裂，我们需要计算 ĤSO 的期待值。虽

然 S⃗ · L⃗ 和 Ĥ0 对易，但 ĤSO 还包含
1
r̂3，它不和 Ĥ0 算符对易。原则上我们无妨求解

Ĥ = Ĥ0+ ĤSO 的共同本征态，但如果 ĤSO 项贡献微弱，我们可以将近似计算它的贡

献。具体做法是在碱金属原子的不计自旋效应的定态波函数中求解
1
r̂3
的平均值，

〈
nlm

∣∣∣ 1
r̂3

∣∣∣nlm
〉
=

Z3

a30n
3l(l + 1)(l + 1

2)
.

考虑自旋 轨道角动量耦合后，碱金属原子的能级发生劈裂，其能量变化为

∆E =
〈
nlm

∣∣∣ĤSO

∣∣∣nlm
〉

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Kn
1

(l + 1)(l + 1
2)

, j = l +
1
2
,

−Kn
1

l(l + 1
2)

, j = l − 1
2
,

其中

Kn =
Z4αh̄3

4a30m
2
e cn3

=
Z4α4

4n3
mec

2 =
Z4α2

2n3
1
2
me(αc)

2 =
Z4α2

2n3
|E1|.

给定轨道角动量 l 的能级劈裂是

Ej=l+ 1
2
−Ej=l− 1

2
=

2Kn

l(l + 1)
.

角动量耦合

在研究碱金属的自旋 轨道角动量耦合时，我们发现总角动量（自旋角动量和轨

道角动量之和）仍然遵从和轨道角动量一样的对易关系。这启发我们讨论一般性的角

动量理论和角动量耦合。经典物理中，两个物体的角动量 L⃗1 和 L⃗2 是作用在同一空

间中，因此总角动量等于各自角动量分量之和，L⃗ = L⃗1+ L⃗2。但量子力学中，两个物

体的角动量作用在不同的希尔伯特空间，例如 H1 : L2(R3) 和 H2 : L2(R3)。我们必须

将希尔伯特空间直乘后才可以描述两体系统的量子状态，即 H12 =H1 ⊗H2。此时我

们可以定义总角动量算符为

J⃗ = J⃗1 ⊗ Î2+ Î1 ⊗ J⃗2 ≡ J⃗1+ J⃗2.

因为 [J⃗1, J⃗2] = 0，容易验证 J⃗ × J⃗ = i h̄J⃗，

[Ji , Jj ] = [J1i + J2i , J1j + J2j ] = [J1i , J1j ] + [J2i , J2j ]

= i h̄ϵijkJ1k + i h̄ϵijkJ2k = i h̄ϵijk (J1k + J2k)

= i h̄ϵijkJk ,
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J⃗1

J⃗2

e⃗3

e⃗2

J⃗1

J⃗2

J⃗

e⃗1

(a) (b)

图 两个脱耦的角动量 J⃗1 和 J⃗2； 两个耦合的角动量 J⃗ = J⃗1+ J⃗2。

并且可同时对角化 J⃗2 和 J⃗z。

如图 左图所示：如果两个子系统之间没有相互作用——完全脱耦（ ），

那么每个子系统的总角动量和任意方向的角动量投影都是守恒的。不妨取 J⃗z 来标记

角动量，两个子系统的角动量状态分别是 |j1,m1
〉
和 |j2,m2

〉
。如果两体量子系统具有

旋转不变性，那么每个子系统均按照各自的角动量变化，可以选取 {J⃗21 , Ĵ1z, J⃗22 , J⃗2z} 作
为力学量完全集来刻画体系的状态，其基矢为 {|j1,m1

〉⊗ |j2,m2
〉 ≡ |j1m1; j2m2

〉}——
我们通常称之为“因子化基矢”。注意：图形 中所示的 e⃗1,2,3 是任意选取的，角动

量描述的是量子体系和角度有关的分布信息。

然而，如果两个子系统之间存在某种相互作用使得它们整体共同转动，那么我们

就无法将它们视作为脱耦。因为子系统的各自独立转动变换将破坏两个子系统之间的

相对构形，从而使系统处于非定态。直接影响就是 {J⃗21 , Ĵ1z, J⃗22 , J⃗2z} 不再是力学量完全
集。在这种情形下我们必须考虑可以描述两个子系统的整体共同转动的物理量。总角

动量 J⃗ = J⃗1 + J⃗2 描述集体行为，如图 所示。类似于自旋 轨道角动量耦合，我

们可以选取 {J⃗2, J⃗21 , J⃗22 , Jz} 作为力学量完全集，其基矢为 {
∣∣∣j1, j2, j ,mj

〉
}——我们将之叫

作“耦合基矢”。容易验证，此完全集中各力学量彼此对易。

重新选取力学量完全集可以在描述两个子系统的整体转动行为的同时，也保持两

个子系统之间的相对方位不变。这要求两个子系统的波函数 |j1,m1
〉
和 |j2,m2

〉
之间

必须保持特定的关联。显然，简单的直乘 |j1,m1
〉⊗ |j2,m2

〉
无法保证这种特定的关联，

所以简单直乘所得的希尔伯特空间一定可以按照整体运动行为进行约化。

其次，当存在角动量耦合时，每个子系统的角动量量子化的参考轴矢是总角动

量 J⃗ 的方向。换言之，总角动量为每个子系统角动量的量子化提供参考方向。因为

J⃗1 = J⃗ − J⃗2，平方后可得

J⃗21 = (J⃗ − J⃗2)2 = J⃗2+ J⃗22 − 2J⃗2 · J⃗ ,

也即

J1(J1+ 1) = J(J + 1) + J2(J2+ 1)− 2J⃗2 · J⃗
h̄2

,
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角动量耦合

从中可得

J⃗2 · J⃗ =
J(J + 1) + J2(J2+ 1)− J1(J1+ 1)

2
h̄2.

因为耦合基矢和因子化基矢可以完全描述相同的希尔伯特空间，所以两者是等价

的。整个空间的维度是 (2j1 + 1)(2j2 + 1)。在因子化基矢中，J⃗21 , J⃗1z, J⃗
2
2 , J⃗2z 都是对角

化的。下面我们讨论在因子化基矢张开的子空间中 J⃗2 和 Ĵz 的本征值和本征矢量形

式，或者说，讨论两种基矢之间的转化关系。由表象理论可知，

∣∣∣j1, j2, j ,mj

〉
=

∑

m1,m2

C
j ,m
j1,m1,j2,m2

|j1,m1; j2,m2
〉
,

其中 C
jm
j1m1j2m2

是两套基矢之间的变换矩阵，名为 系数，

C
jm
j1m1j2m2

=
〈
j1m1; j2,m2

∣∣∣j1j2jmj

〉
.
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