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II. 简并微扰论

当体系存在简并时，

   ⾸首先我们也⽆无法确定微扰初态处于哪个简并态上

   其次使⽤用⾮非简并微扰⽅方法来处理理简并态之间的
              微扰贡献会得到⽆无穷⼤大修正的怪异结论



示例例：⼀一维简谐振⼦子
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忽略 O(λ3) 项的贡献并令 λ = 1，我们得到包含二级微扰修正的能量本征值和
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在 Ĥ0 不存在简并时，只要微扰项足够小使得微扰贡献远小于未受微扰时两能级

间距，从而保证微扰展开的序列收敛就可以了。但当体系存在简并时，首先我们也无

法确定微扰初态处于哪一个简并态上；其次使用非简并微扰方法来处理简并态之间的

微扰贡献会得到无穷大修正的怪异结论，
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施加⼀一个⼩小微扰作⽤用
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⼆二阶微扰修正是⽆无穷⼤大，微扰理理论就完全失效了了。

⼀一个⼩小扰动绝对不不会毁坏原来的⼆二维谐振⼦子，
什什么地⽅方出错了了？



加⼊入微扰后，物理理体系的完整哈密顿算符是

Ĥ =
p
2
x + p

2
y

2m
+

1

2
m!

2(x2 + y
2) + ↵m!

2
xy

微扰理理论失效的主要原因是我们⽆无法通过
未受微扰的哈密顿算符的本征函数
来有效地逼近完整哈密顿算符的本征函数。

H0具有⼆二维旋转对称性: 
(x,y)平⾯面内任意⽅方向
都是等价的

体系存在简并

微扰作⽤用破坏了了此旋转对称性



当 x=+y 和 x=-y 时，微扰作⽤用具有完全不不同的⾏行行为

施加微扰后，原来(x,y)平⾯面内的旋转对称性被破坏，微
扰作⽤用选取了了两个特殊⽅方向           , 从⽽而使得完整的势
能函数成为⼀一个椭圆势函数（其⻓长短轴分别沿着 x=+y
和 x=-y ⽅方向）

x = ±y
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(Ĥ0 + �Ŵ ) = E 

�
0 : Ĥ0 
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���(0)

`k

E
a(0)`k =⇠⇠⇠⇠⇠:

E(0)
` a(1)`m + E(1)

` a(0)`m

|{z}
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����Ŵmk � E(1)
` �mk

���� = 0



示例例1：⼆二重简并体系
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φ
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∣∣∣φ(0)
ℓk

〉
−E(1)

ℓ δmk

]
a
(0)
ℓk = 0, (m = 1,2, · · · , fℓ). URyXjXkjV

非零解要求 ∣∣∣∣∣∣
(
Ŵ

)
mk
−E(1)

ℓ δmk

∣∣∣∣∣∣= 0, URyXjXk9V

从中我们可以解得微扰作用的一级能量本征值 E
(1)
ℓ 和相应的本征波函数 a

(0)
ℓk

E = E
(0)
ℓ +E

(1)
ℓn , ψ

(0)
ℓn =

∑

k

φ
(0)
ℓk a

n(0)
ℓk . URyXjXk8V

例 R）二重简并体系

我们首先考虑一个简单的例子。设 Ĥ0 的某能级 E
(0)
0 具有二重简并，简并态为

Ĥ0ψ
(0)
1 = E

(0)
0 ψ

(0)
1 , Ĥ0ψ

(0)
2 = E

(0)
0 ψ

(0)
2 , URyXjXkeV

并设这两个态构成完备集。对物理体系施加一个微扰 Ŵ，物理体系的薛定谔方程的

矩阵形式如下

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
E
(0)
0 +λW11 λW12

λW21 E
(0)
0 +λW22

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a1
a2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠= E

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
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⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . URyXjXkdV

薛定谔方程具有非平庸解的条件是

/2i
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
E
(0)
0 +λW11 −E λW12

λW21 E
(0)
0 +λW22 −E

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠= 0, URyXjXk3V

从中解出

E± = E
(0)
0 +

λ
2
(W11+W22)±

λ
2

√
(W11 −W22)

2+ 4W12W21 . URyXjXkNV

等式右边第二项是平均值修正，和非简并微扰相同，而第三项导致能级分裂从而解除

简并。相应的本征函数为

a
(±)
1

a
(±)
2

=
2W12

(W22 −W11)∓
√
(W11 −W22)

2+ 4W12W21

URyXjXjyV

即

ψ(±) ∝ a
(±)
1 ψ1+ a

(±)
2 ψ2. URyXjXjRV

和前面讨论的二维谐振子情况类似，能级劈裂依赖于微扰作用 Ŵ 的强弱，但微扰后

波函数的正确组合形式是由微扰作用的形式（Wij）决定，与微扰作用强弱无关。
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Ŵ

)
mk
−E(1)

ℓ δmk

∣∣∣∣∣∣= 0, URyXjXk9V

从中我们可以解得微扰作用的一级能量本征值 E
(1)
ℓ 和相应的本征波函数 a

(0)
ℓk

E = E
(0)
ℓ +E

(1)
ℓn , ψ

(0)
ℓn =

∑

k

φ
(0)
ℓk a

n(0)
ℓk . URyXjXk8V

例 R）二重简并体系

我们首先考虑一个简单的例子。设 Ĥ0 的某能级 E
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Ĥ0ψ
(0)
1 = E

(0)
0 ψ

(0)
1 , Ĥ0ψ
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Ĥ0ψ
(0)
1 = E

(0)
0 ψ

(0)
1 , Ĥ0ψ
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∣∣∣φ(0)
ℓk

〉
−E(1)

ℓ δmk

]
a
(0)
ℓk = 0, (m = 1,2, · · · , fℓ). URyXjXkjV

非零解要求 ∣∣∣∣∣∣
(
Ŵ
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Ĥ0ψ
(0)
1 = E

(0)
0 ψ

(0)
1 , Ĥ0ψ
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矩阵形式如下

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
E
(0)
0 +λW11 λW12

λW21 E
(0)
0 +λW22

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a1
a2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠= E

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a1
a2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . URyXjXkdV

薛定谔方程具有非平庸解的条件是

/2i
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
E
(0)
0 +λW11 −E λW12

λW21 E
(0)
0 +λW22 −E

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠= 0, URyXjXk3V

从中解出

E± = E
(0)
0 +

λ
2
(W11+W22)±

λ
2

√
(W11 −W22)

2+ 4W12W21 . URyXjXkNV

等式右边第二项是平均值修正，和非简并微扰相同，而第三项导致能级分裂从而解除

简并。相应的本征函数为

a
(±)
1

a
(±)
2

=
2W12

(W22 −W11)∓
√
(W11 −W22)

2+ 4W12W21

URyXjXjyV

即

ψ(±) ∝ a
(±)
1 ψ1+ a

(±)
2 ψ2. URyXjXjRV

和前面讨论的二维谐振子情况类似，能级劈裂依赖于微扰作用 Ŵ 的强弱，但微扰后

波函数的正确组合形式是由微扰作用的形式（Wij）决定，与微扰作用强弱无关。

ĜR9fkRĜ 第 Ry 章 定态微扰论

即
fℓ∑

k=1

[〈
φ
(0)
ℓm

∣∣∣Ŵ
∣∣∣φ(0)
ℓk

〉
−E(1)

ℓ δmk

]
a
(0)
ℓk = 0, (m = 1,2, · · · , fℓ). URyXjXkjV

非零解要求 ∣∣∣∣∣∣
(
Ŵ

)
mk
−E(1)

ℓ δmk

∣∣∣∣∣∣= 0, URyXjXk9V

从中我们可以解得微扰作用的一级能量本征值 E
(1)
ℓ 和相应的本征波函数 a

(0)
ℓk

E = E
(0)
ℓ +E

(1)
ℓn , ψ

(0)
ℓn =

∑

k

φ
(0)
ℓk a

n(0)
ℓk . URyXjXk8V

例 R）二重简并体系

我们首先考虑一个简单的例子。设 Ĥ0 的某能级 E
(0)
0 具有二重简并，简并态为

Ĥ0ψ
(0)
1 = E

(0)
0 ψ

(0)
1 , Ĥ0ψ

(0)
2 = E

(0)
0 ψ

(0)
2 , URyXjXkeV

并设这两个态构成完备集。对物理体系施加一个微扰 Ŵ，物理体系的薛定谔方程的

矩阵形式如下

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
E
(0)
0 +λW11 λW12

λW21 E
(0)
0 +λW22

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a1
a2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠= E

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a1
a2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . URyXjXkdV

薛定谔方程具有非平庸解的条件是

/2i
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
E
(0)
0 +λW11 −E λW12

λW21 E
(0)
0 +λW22 −E

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠= 0, URyXjXk3V

从中解出

E± = E
(0)
0 +

λ
2
(W11+W22)±

λ
2

√
(W11 −W22)

2+ 4W12W21 . URyXjXkNV

等式右边第二项是平均值修正，和非简并微扰相同，而第三项导致能级分裂从而解除

简并。相应的本征函数为

a
(±)
1

a
(±)
2

=
2W12

(W22 −W11)∓
√
(W11 −W22)

2+ 4W12W21

URyXjXjyV

即

ψ(±) ∝ a
(±)
1 ψ1+ a

(±)
2 ψ2. URyXjXjRV

和前面讨论的二维谐振子情况类似，能级劈裂依赖于微扰作用 Ŵ 的强弱，但微扰后

波函数的正确组合形式是由微扰作用的形式（Wij）决定，与微扰作用强弱无关。

薛定谔⽅方程具有
⾮非平庸解的条件是



相应的本征函数为

a(±)
1

a(±)
2

=
2W12

(W22 �W11)⌥
q
(W11 �W22)

2 + 4W12W21

 (±) / a(±)
1  1 + a(±)

2  2

能级劈裂依赖于微扰作⽤用      的强弱    ，
但微扰后波函数的正确组合形式是由
            微扰作⽤用的形式（       ）决定，
            与微扰作⽤用强弱⽆无关。

Ŵ �

Wij

ĜR9fkRĜ 第 Ry 章 定态微扰论

即
fℓ∑

k=1

[〈
φ
(0)
ℓm

∣∣∣Ŵ
∣∣∣φ(0)
ℓk

〉
−E(1)

ℓ δmk

]
a
(0)
ℓk = 0, (m = 1,2, · · · , fℓ). URyXjXkjV

非零解要求 ∣∣∣∣∣∣
(
Ŵ

)
mk
−E(1)

ℓ δmk

∣∣∣∣∣∣= 0, URyXjXk9V

从中我们可以解得微扰作用的一级能量本征值 E
(1)
ℓ 和相应的本征波函数 a

(0)
ℓk

E = E
(0)
ℓ +E

(1)
ℓn , ψ

(0)
ℓn =

∑

k

φ
(0)
ℓk a

n(0)
ℓk . URyXjXk8V

例 R）二重简并体系

我们首先考虑一个简单的例子。设 Ĥ0 的某能级 E
(0)
0 具有二重简并，简并态为

Ĥ0ψ
(0)
1 = E

(0)
0 ψ

(0)
1 , Ĥ0ψ

(0)
2 = E

(0)
0 ψ

(0)
2 , URyXjXkeV

并设这两个态构成完备集。对物理体系施加一个微扰 Ŵ，物理体系的薛定谔方程的

矩阵形式如下

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
E
(0)
0 +λW11 λW12

λW21 E
(0)
0 +λW22

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a1
a2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠= E

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a1
a2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . URyXjXkdV

薛定谔方程具有非平庸解的条件是

/2i
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
E
(0)
0 +λW11 −E λW12

λW21 E
(0)
0 +λW22 −E

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠= 0, URyXjXk3V

从中解出

E± = E
(0)
0 +

λ
2
(W11+W22)±

λ
2

√
(W11 −W22)

2+ 4W12W21 . URyXjXkNV

等式右边第二项是平均值修正，和非简并微扰相同，而第三项导致能级分裂从而解除

简并。相应的本征函数为

a
(±)
1

a
(±)
2

=
2W12

(W22 −W11)∓
√
(W11 −W22)

2+ 4W12W21

URyXjXjyV

即

ψ(±) ∝ a
(±)
1 ψ1+ a

(±)
2 ψ2. URyXjXjRV

和前面讨论的二维谐振子情况类似，能级劈裂依赖于微扰作用 Ŵ 的强弱，但微扰后

波函数的正确组合形式是由微扰作用的形式（Wij）决定，与微扰作用强弱无关。



RyXj 简并微扰论 ĜR8fkRĜ

如果 W11 =W22 = 0 且 W12 =W21 = V ! 0，那么微扰将会将将两个简并态“完
全混合”起来。此时，

E± = E
(0)
0 ±V , a

(±)
1 = ∓a(±)2 , URyXjXjkV

即

E+ = E
(0)
0 +V : ψ =

1√
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

1√
2
(φ1 −φ2) ,

E− = E
(0)
0 −V : ψ =

1√
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

1√
2
(φ1+φ2) .

URyXjXjjV

例 k）斯塔克效应

在均匀外电场中氢原子的哈密顿算符为

Ĥ = − h̄
2

2µ
∇2 − e2

4πϵ0r
︸!!!!!!!!!!!!!!︷︷!!!!!!!!!!!!!!︸

Ĥ0

+ eεz︸︷︷︸
Ŵ

. URyXjXj9V

氢原子的 n = 2 能级存在四重简并，

φnℓm = φ200,φ210,φ21−1,φ211. URyXjXj8V

因为哈密顿算符和 ẑ 对易，[Ĥ ,z] = 0，所以 ẑ 算符不改变 L̂z 的本征值，这意味着不

为零的微扰矩阵元仅存在于 ∆m = 0 的态之间。其次，z 是奇函数，所以 Ŵ 不为零的

微扰矩阵元的初末态必须具有相反的宇称。综上所述，在 {φ2ℓm} 子空间中不为 y 的
微扰矩阵元是

〈
φ200

∣∣∣ẑ
∣∣∣φ210

〉
=

1
32πa20

∫
e
− r
a0

1
a0

r

(
2− r

a0

)
eεr cos2θ sinθdθdφr2dr = −3eεa0.

URyXjXjeV
在 Ĥ0 表象中 Ĥ 的本征方程是

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−E(1) −3a0eε 0 0

−3a0eε −E(1)
1 0 0

0 0 −E(1) 0

0 0 0 −E(1)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a
(0)
1

a
(0)
2

a
(0)
3

a
(0)
4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 0. URyXjXjdV

从中可以解得

E
(1)
1 = −3a0eε : ψ

(0)
21 =

1√
2
(φ200+φ210)

微扰将会将将两个简并态“完全混合”起来。

ĜR9fkRĜ 第 Ry 章 定态微扰论

即
fℓ∑

k=1

[〈
φ
(0)
ℓm

∣∣∣Ŵ
∣∣∣φ(0)
ℓk

〉
−E(1)

ℓ δmk

]
a
(0)
ℓk = 0, (m = 1,2, · · · , fℓ). URyXjXkjV

非零解要求 ∣∣∣∣∣∣
(
Ŵ

)
mk
−E(1)

ℓ δmk

∣∣∣∣∣∣= 0, URyXjXk9V

从中我们可以解得微扰作用的一级能量本征值 E
(1)
ℓ 和相应的本征波函数 a

(0)
ℓk

E = E
(0)
ℓ +E

(1)
ℓn , ψ

(0)
ℓn =

∑

k

φ
(0)
ℓk a

n(0)
ℓk . URyXjXk8V

例 R）二重简并体系

我们首先考虑一个简单的例子。设 Ĥ0 的某能级 E
(0)
0 具有二重简并，简并态为

Ĥ0ψ
(0)
1 = E

(0)
0 ψ

(0)
1 , Ĥ0ψ

(0)
2 = E

(0)
0 ψ

(0)
2 , URyXjXkeV

并设这两个态构成完备集。对物理体系施加一个微扰 Ŵ，物理体系的薛定谔方程的

矩阵形式如下

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
E
(0)
0 +λW11 λW12

λW21 E
(0)
0 +λW22

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a1
a2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠= E

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a1
a2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . URyXjXkdV

薛定谔方程具有非平庸解的条件是

/2i
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
E
(0)
0 +λW11 −E λW12

λW21 E
(0)
0 +λW22 −E

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠= 0, URyXjXk3V

从中解出

E± = E
(0)
0 +

λ
2
(W11+W22)±

λ
2

√
(W11 −W22)

2+ 4W12W21 . URyXjXkNV

等式右边第二项是平均值修正，和非简并微扰相同，而第三项导致能级分裂从而解除

简并。相应的本征函数为

a
(±)
1

a
(±)
2

=
2W12

(W22 −W11)∓
√
(W11 −W22)

2+ 4W12W21

URyXjXjyV

即

ψ(±) ∝ a
(±)
1 ψ1+ a

(±)
2 ψ2. URyXjXjRV

和前面讨论的二维谐振子情况类似，能级劈裂依赖于微扰作用 Ŵ 的强弱，但微扰后

波函数的正确组合形式是由微扰作用的形式（Wij）决定，与微扰作用强弱无关。

a(±)
1

a(±)
2

=
2W12

(W22 �W11)⌥
q
(W11 �W22)

2 + 4W12W21

E± = E(0)
0 ± �V, a(±)

1 = ⌥a(±)
2

E+ = E(0)
0 + �V :  =

1p
2

✓
1
�1

◆
=

1p
2
( 1 �  2) ,

E� = E(0)
0 � �V :  =

1p
2

✓
1
1

◆
=

1p
2
( 1 +  2) .

即



示例例2：线性Stark效应
在均匀外电场中氢原⼦子的哈密顿算符为

氢原⼦子的 n=2 能级存在四重简并

�n`m = �200,�210,�21�1,�211

Ĥ = � ~2
2µ

r2 � e
2

4⇡✏0r| {z }
Ĥ0

+ e"z|{z}
Ŵ



     是奇函数

[Ĥ, z] = 0

ẑ    算符不不改变     的本征值，这意味着不不为零的
 微扰矩阵元仅存在于            的态之间。

L̂z

�m = 0

1） 

2） z
     不不为零的微扰矩阵元的初末态必须具有相反的宇称Ŵ

综上所述，在           ⼦子空间中不不为0的微扰矩阵元是{�2`m}

⌦
�200

��ẑ
���210

↵

=
1

32⇡a20

Z
e
� r

a0
1

a0
r

✓
2� r

a0

◆
e"r cos2 ✓ sin ✓d✓d�r2dr

= �3e"a0



RyXj 简并微扰论 ĜR8fkRĜ

如果 W11 =W22 = 0 且 W12 =W21 = V ! 0，那么微扰将会将将两个简并态“完
全混合”起来。此时，

E± = E
(0)
0 ±V , a

(±)
1 = ∓a(±)2 , URyXjXjkV

即

E+ = E
(0)
0 +V : ψ =

1√
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

1√
2
(φ1 −φ2) ,

E− = E
(0)
0 −V : ψ =

1√
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

1√
2
(φ1+φ2) .

URyXjXjjV

例 k）斯塔克效应

在均匀外电场中氢原子的哈密顿算符为

Ĥ = − h̄
2

2µ
∇2 − e2

4πϵ0r
︸!!!!!!!!!!!!!!︷︷!!!!!!!!!!!!!!︸

Ĥ0

+ eεz︸︷︷︸
Ŵ

. URyXjXj9V

氢原子的 n = 2 能级存在四重简并，

φnℓm = φ200,φ210,φ21−1,φ211. URyXjXj8V

因为哈密顿算符和 ẑ 对易，[Ĥ ,z] = 0，所以 ẑ 算符不改变 L̂z 的本征值，这意味着不

为零的微扰矩阵元仅存在于 ∆m = 0 的态之间。其次，z 是奇函数，所以 Ŵ 不为零的

微扰矩阵元的初末态必须具有相反的宇称。综上所述，在 {φ2ℓm} 子空间中不为 y 的
微扰矩阵元是

〈
φ200

∣∣∣ẑ
∣∣∣φ210

〉
=

1
32πa20

∫
e
− r
a0

1
a0

r

(
2− r

a0

)
eεr cos2θ sinθdθdφr2dr = −3eεa0.

URyXjXjeV
在 Ĥ0 表象中 Ĥ 的本征方程是

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−E(1) −3a0eε 0 0

−3a0eε −E(1)
1 0 0

0 0 −E(1) 0

0 0 0 −E(1)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a
(0)
1

a
(0)
2

a
(0)
3

a
(0)
4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 0. URyXjXjdV

从中可以解得

E
(1)
1 = −3a0eε : ψ

(0)
21 =

1√
2
(φ200+φ210)

0

BB@

�E(1) �3a0e" 0 0

�3a0e" �E(1)
1 0 0

0 0 �E(1) 0
0 0 0 �E(1)

1

CCA

0

BBB@

a(0)1

a(0)2

a(0)3

a(0)4

1

CCCA
= 0

E(1)
1 = �3a0e" :  (0)

21 =
1p
2
(�200 + �210)

E(1)
2 = +3a0e" :  (0)

21 =
1p
2
(�200 � �210)

E(1)
3 = 0 :  (0)

23 = �21�1

E(1)
4 = 0 :  (0)

24 = �211

{�200,�210,�211,�21�1}



氢原⼦子n~15的能级(磁量量⼦子数m=0)在外电场中能级劈裂。
每个能级包含有(n-1)个简并⼦子能级，施加外电场将之解除。



锂原⼦子n~15的能级(磁量量⼦子数m=0)在外电场中能级劈裂。



变分法
拉格朗⽇日



变分法使⽤用于研究体系的基态，对于求解激发态
并不不是很有⽤用。

它的优点是并不不要求哈密顿算符含有⼀一个⽆无量量纲
⼩小量量，也不不要求哈密顿算符可以分解为主体和微
扰两部分，甚⾄至还不不要求物理理体系在特定极限下
具有精确解。

通常变分法被⽤用于研究强关联物理理系统，例例如分
数霍尔效应。

变分法是否⼯工作取决于试探波函数的选取，⽽而这
要求有⾮非常好的物理理直觉——⼤大量量的经验。



变分法理理论基础
物理理体系的哈密顿量量在任⼀一合理理的试探波函数中的
平均值必然⼤大于或等于体系的真实基态能量量。



RyX9 变分法 ĜRdfkRĜ

变分法的基本思路总结如下：

Ç 根据物理图像选取含一组参量的试探波函数 ψ(r⃗,α1,α2, · · · )c
Ç 求出能量平均值

〈
Ĥ

〉
α1,α2,···

=

〈
ψ
∣∣∣Ĥ

∣∣∣ψ
〉

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉 ; URyX9XjV

Ç 对 α1,α2, · · · 求极值来确定 α
(0)
1 ,α(0)

2 , · · · -

$
〈
Ĥ

〉

$α1
=
$
〈
Ĥ

〉

$α2
= · · ·= 0, URyX9X9V

从而得到物理体系真实基态能量的上限，

E0 ≤
〈
Ĥ

〉
α
(0)
1 ,α(0)

2 ,··· . URyX9X8V

变分法是否成功取决于我们是否选取好的试探波函数和参数集合。如果我们猜测的试

探波函数和基态波函数非常接近，那么调节参数 αi 得到的能量最小值就会接近真实

的基态能。独立变量的选取直接影响到变分法是否工作。一个好的物理学家可以通过

多年经验和物理直觉来选取合适的试探波函数形式和参量。变分法的优点和缺点都是

非常明显的。

Ç 虽然波函数的选取依赖于我们的判断和选择，但有一个客观判据可以告诉我们
那种选择最好。因为真实基态能量总是小于

〈
Ĥ

〉
ψ
，所以给出更小的

〈
Ĥ

〉
ψ
的试

探波函数更好。此时试探波函数和真实基态波函数的重叠更大。

Ç 缺点是我们永远无法判断所选的试探波函数离真实的物理解有多近，因为我们
不知道所选的试探波函数是否覆盖了整个物理体系的希尔伯特空间。

基态能量的具体数值并不能够告诉我们波函数的具体信息，但为什么调节参数使得能

量平均值最小就可逼近真实的物理解（包括能量和波函数）？

设试探波函数 ψ 中能量平均值为

〈
Ĥ

〉
ψ
=

〈
ψ
∣∣∣Ĥ

∣∣∣ψ
〉

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉 . URyX9XeV

将试探波函数 ψ 对其参数做变分 δψ ≡∑
i $ψ/$αi 可得

δ
〈
Ĥ

〉
ψ

=

〈
δψ

∣∣∣Ĥ
∣∣∣ψ

〉

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉 +

〈
ψ
∣∣∣Ĥ

∣∣∣δψ
〉

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉 −

〈
ψ
∣∣∣Ĥ

∣∣∣ψ
〉

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉2

[〈
δψ

∣∣∣ψ
〉
+

〈
ψ

∣∣∣δψ
〉]

=
1

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉
[〈
δψ

∣∣∣Ĥ
∣∣∣ψ

〉
+

(〈
δψ

∣∣∣Ĥ
∣∣∣ψ

〉)∗] −
〈
ψ
∣∣∣Ĥ

∣∣∣ψ
〉

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉2

[〈
δψ

∣∣∣ψ
〉
+

(〈
δψ

∣∣∣ψ
〉)∗]

=
2ℜ

(〈
δψ

∣∣∣Ĥ
∣∣∣ψ

〉)

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉 −

〈
ψ
∣∣∣Ĥ

∣∣∣ψ
〉

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉2 2ℜ

(〈
δψ

∣∣∣ψ
〉)



变分法的利利弊
变分法是否成功取决于我们是否选取好的试探波函数和参数集合。如果我
们猜测的试探波函数和基态波函数⾮非常接近，那么调节参数所得的能量量最
⼩小值就会接近真实的基态能。⼀一个好的物理理学家可以通过多年年经验和物理理
直觉来选取合适的试探波函数形式和参量量。

变分法的优点和缺点都是⾮非常明显的：
1）虽然波函数的选取依赖于我们的判断和选择，但有⼀一个客观判据可以
     告诉我们那种选择最好。因为真实基态能量量总是⼩小于         ，所以
     给出越⼩小的          的试探波函数越好。此时试探波函数和真实基态
     波函数的重叠更更⼤大。
2）缺点是我们永远⽆无法判断所选的试探波函数离真实的物理理解有多近，
     因为我们不不知道所选的试探波函数是否覆盖了了整个物理理体系的
     希尔伯特空间。

基态能量量的具体数值并不不能够告诉我们波函数的具体信息，但为什什么调节
参数使得能量量平均值最⼩小就可逼近真实的物理理解（包括能量量和波函数）？

hĤi 
hĤi 



RyX9 变分法 ĜRdfkRĜ

变分法的基本思路总结如下：

Ç 根据物理图像选取含一组参量的试探波函数 ψ(r⃗,α1,α2, · · · )c
Ç 求出能量平均值

〈
Ĥ

〉
α1,α2,···

=

〈
ψ
∣∣∣Ĥ

∣∣∣ψ
〉

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉 ; URyX9XjV

Ç 对 α1,α2, · · · 求极值来确定 α
(0)
1 ,α(0)

2 , · · · -

$
〈
Ĥ

〉

$α1
=
$
〈
Ĥ

〉

$α2
= · · ·= 0, URyX9X9V

从而得到物理体系真实基态能量的上限，

E0 ≤
〈
Ĥ

〉
α
(0)
1 ,α(0)

2 ,··· . URyX9X8V

变分法是否成功取决于我们是否选取好的试探波函数和参数集合。如果我们猜测的试

探波函数和基态波函数非常接近，那么调节参数 αi 得到的能量最小值就会接近真实

的基态能。独立变量的选取直接影响到变分法是否工作。一个好的物理学家可以通过

多年经验和物理直觉来选取合适的试探波函数形式和参量。变分法的优点和缺点都是

非常明显的。

Ç 虽然波函数的选取依赖于我们的判断和选择，但有一个客观判据可以告诉我们
那种选择最好。因为真实基态能量总是小于 ⟨Ĥ⟩ψ，所以给出更小的 ⟨Ĥ⟩ψ 的试
探波函数更好。此时试探波函数和真实基态波函数的重叠更大。

Ç 缺点是我们永远无法判断所选的试探波函数离真实的物理解有多近，因为我们
不知道所选的试探波函数是否覆盖了整个物理体系的希尔伯特空间。

基态能量的具体数值并不能够告诉我们波函数的具体信息，但为什么调节参数使得能

量平均值最小就可逼近真实的物理解（包括能量和波函数）？

设试探波函数 ψ 中能量平均值为

⟨Ĥ⟩ψ =

〈
ψ
∣∣∣Ĥ

∣∣∣ψ
〉

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉 . URyX9XeV

将试探波函数 ψ 对其参数做变分 δψ ≡∑
i $ψ/$αi 可得

δ
〈
Ĥ

〉
ψ

=

〈
δψ

∣∣∣Ĥ
∣∣∣ψ

〉

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉 +

〈
ψ
∣∣∣Ĥ

∣∣∣δψ
〉

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉 −

〈
ψ
∣∣∣Ĥ

∣∣∣ψ
〉

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉2

[〈
δψ

∣∣∣ψ
〉
+

〈
ψ

∣∣∣δψ
〉]

=
1

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉
[〈
δψ

∣∣∣Ĥ
∣∣∣ψ

〉
+

(〈
δψ

∣∣∣Ĥ
∣∣∣ψ

〉)∗] −
〈
ψ
∣∣∣Ĥ

∣∣∣ψ
〉

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉2

[〈
δψ

∣∣∣ψ
〉
+

(〈
δψ

∣∣∣ψ
〉)∗]

=
2ℜ

(〈
δψ

∣∣∣Ĥ
∣∣∣ψ

〉)

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉 −

〈
ψ
∣∣∣Ĥ

∣∣∣ψ
〉

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉2 2ℜ

(〈
δψ

∣∣∣ψ
〉)
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=
2ℜ

(〈
δψ

∣∣∣Ĥ
∣∣∣ψ

〉)

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉 −

〈
Ĥ

〉
ψ

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉2ℜ

(〈
δψ

∣∣∣ψ
〉)

=
1

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉2ℜ

[〈
δψ

∣∣∣Ĥ −
〈
Ĥ

〉
ψ

∣∣∣ψ
〉]

URyX9XdV

如果在参数点 α(0) =
{
α
(0)
i

}
处 ⟨H⟩ψ 最小化，即

δ
〈
Ĥ

〉
ψ

∣∣∣∣∣∣∣
α=α(0)

= 0, URyX9X3V

则有

ℜ
(〈
δψ

∣∣∣Ĥ − ⟨H⟩ψ
∣∣∣ψ

〉)
∣∣∣∣∣∣∣
α=α(0)

= 0. URyX9XNV

因为它对全部 δαi 都成立，所以
〈
$ψ
$αi

∣∣∣Ĥ −
〈
Ĥ

〉
ψ

∣∣∣ψ
〉
= 0, (i = 1,2, · · · ). URyX9XRyV

此即态矢量 (Ĥ −
〈
Ĥ

〉
ψ
)
∣∣∣ψ

〉
和

∣∣∣∣∣
$ψ
$αi

〉
都正交。当选取足够多的独立参数时，我们可以

得到 (
Ĥ − ⟨H⟩ψ

) ∣∣∣ψ
〉→ 0⃗ (空矢), URyX9XRRV

因为在希尔伯特空间中只有空矢才和所有矢量正交。上式也可写作为

Ĥ
∣∣∣ψ

〉
=

〈
Ĥ

〉
ψ

∣∣∣ψ
〉
, URyX9XRkV

即
∣∣∣ψ

〉
接近 Ĥ 的本征值为

〈
Ĥ

〉
ψ
的本征矢。引入越多的独立变量将使 Ĥ

∣∣∣ψ
〉
更接近

〈
Ĥ

〉
ψ

∣∣∣ψ
〉
。

氢原子基态

下面我们以氢原子基态为例使用变分法求解氢原子基态能量。首先我们根据对称

性猜测氢原子基态的波函数不依赖于电子的具体方位（θ,φ），所以波函数应该只和径

向距离有关，即 ψ(r⃗) ∼ ψ(r)。波函数几率诠释要求波函数可以归一化，
∫

d3r⃗ |ψ(r)|2 = 4π
∫ ∞

0
r2dr |ψ(r)|2 = 1, URyX9XRjV

所以波函数的量纲是 [长度]−3/2。物理是关于具有量纲的物理量的科学。为了描述距

离，我们需要引入一个带有长度量纲的常数（记作为 a），用 a 作为丈量距离的计量

单位。这里 a 是待定的常数。我们猜测试探波函数的形式为

ψ(r) = a−3/2f
( r
a

)
, URyX9XR9V
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Ĥ

E

 

����
↵=↵(0)

= 0

<
⇣D
� 
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=
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(〈
δψ

∣∣∣Ĥ
∣∣∣ψ

〉)

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉 −

〈
Ĥ

〉
ψ

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉2ℜ

(〈
δψ

∣∣∣ψ
〉)

=
1

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉2ℜ

[〈
δψ

∣∣∣Ĥ −
〈
Ĥ

〉
ψ

∣∣∣ψ
〉]

URyX9XdV

如果在参数点 α(0) =
{
α
(0)
i

}
处 ⟨H⟩ψ 最小化，即

δ
〈
Ĥ

〉
ψ

∣∣∣∣∣∣
α=α(0)

= 0, URyX9X3V

则有

ℜ
(〈
δψ

∣∣∣Ĥ − ⟨H⟩ψ
∣∣∣ψ

〉)
∣∣∣∣∣∣∣
α=α(0)

= 0. URyX9XNV

因为它对全部 δαi 都成立，所以
〈
$ψ
$αi

∣∣∣Ĥ −
〈
Ĥ

〉
ψ

∣∣∣ψ
〉
= 0, (i = 1,2, · · · ). URyX9XRyV

此即态矢量 (Ĥ −
〈
Ĥ

〉
ψ
)
∣∣∣ψ

〉
和

∣∣∣∣∣
$ψ
$αi

〉
都正交。当选取足够多的独立参数时，我们可以

得到 (
Ĥ − ⟨H⟩ψ

) ∣∣∣ψ
〉→ 0⃗ (空矢), URyX9XRRV

因为在希尔伯特空间中只有空矢才和所有矢量正交。上式也可写作为

Ĥ
∣∣∣ψ

〉
=

〈
Ĥ

〉
ψ

∣∣∣ψ
〉
, URyX9XRkV

即
∣∣∣ψ

〉
接近 Ĥ 的本征值为

〈
Ĥ

〉
ψ
的本征矢。引入越多的独立变量将使 Ĥ

∣∣∣ψ
〉
更接近

〈
Ĥ

〉
ψ

∣∣∣ψ
〉
。

氢原子基态

下面我们以氢原子基态为例使用变分法求解氢原子基态能量。首先我们根据对称

性猜测氢原子基态的波函数不依赖于电子的具体方位（θ,φ），所以波函数应该只和径

向距离有关，即 ψ(r⃗) ∼ ψ(r)。波函数几率诠释要求波函数可以归一化，
∫

d3r⃗ |ψ(r)|2 = 4π
∫ ∞

0
r2dr |ψ(r)|2 = 1, URyX9XRjV

所以波函数的量纲是 [长度]−3/2。物理是关于具有量纲的物理量的科学。为了描述距

离，我们需要引入一个带有长度量纲的常数（记作为 a），用 a 作为丈量距离的计量

单位。这里 a 是待定的常数。我们猜测试探波函数的形式为

ψ(r) = a−3/2f
( r
a

)
, URyX9XR9V
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=
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(〈
δψ

∣∣∣Ĥ
∣∣∣ψ

〉)

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉 −

〈
Ĥ

〉
ψ

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉2ℜ

(〈
δψ

∣∣∣ψ
〉)

=
1

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉2ℜ

[〈
δψ

∣∣∣Ĥ −
〈
Ĥ

〉
ψ

∣∣∣ψ
〉]

URyX9XdV

如果在参数点 α(0) =
{
α
(0)
i

}
处 ⟨H⟩ψ 最小化，即

δ
〈
Ĥ

〉
ψ

∣∣∣∣∣∣
α=α(0)

= 0, URyX9X3V

则有

ℜ
(〈
δψ

∣∣∣Ĥ − ⟨H⟩ψ
∣∣∣ψ

〉)
∣∣∣∣∣∣∣
α=α(0)

= 0. URyX9XNV

因为它对全部 δαi 都成立，所以
〈
$ψ
$αi

∣∣∣Ĥ −
〈
Ĥ

〉
ψ

∣∣∣ψ
〉
= 0, (i = 1,2, · · · ). URyX9XRyV

此即态矢量 (Ĥ −
〈
Ĥ

〉
ψ
)
∣∣∣ψ

〉
和

∣∣∣∣∣
$ψ
$αi

〉
都正交。当选取足够多的独立参数时，我们可以

得到 (
Ĥ − ⟨H⟩ψ

) ∣∣∣ψ
〉→ 0⃗ (空矢), URyX9XRRV

因为在希尔伯特空间中只有空矢才和所有矢量正交。上式也可写作为

Ĥ
∣∣∣ψ

〉
=

〈
Ĥ

〉
ψ

∣∣∣ψ
〉
, URyX9XRkV

即
∣∣∣ψ

〉
接近 Ĥ 的本征值为

〈
Ĥ

〉
ψ
的本征矢。引入越多的独立变量将使 Ĥ

∣∣∣ψ
〉
更接近

〈
Ĥ

〉
ψ

∣∣∣ψ
〉
。

氢原子基态

下面我们以氢原子基态为例使用变分法求解氢原子基态能量。首先我们根据对称

性猜测氢原子基态的波函数不依赖于电子的具体方位（θ,φ），所以波函数应该只和径

向距离有关，即 ψ(r⃗) ∼ ψ(r)。波函数几率诠释要求波函数可以归一化，
∫

d3r⃗ |ψ(r)|2 = 4π
∫ ∞

0
r2dr |ψ(r)|2 = 1, URyX9XRjV

所以波函数的量纲是 [长度]−3/2。物理是关于具有量纲的物理量的科学。为了描述距

离，我们需要引入一个带有长度量纲的常数（记作为 a），用 a 作为丈量距离的计量

单位。这里 a 是待定的常数。我们猜测试探波函数的形式为

ψ(r) = a−3/2f
( r
a

)
, URyX9XR9V
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⇣
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氢原⼦子基态
⾸首先我们根据对称性猜测氢原⼦子基态的波函数不不依赖于
电⼦子的具体⽅方位，所以波函数应该只和径向距离有关，

 (~r) ⇠  (r)

波函数可以归⼀一化
Z

d3~r| (r)|2 = 4⇡

Z 1

0
r2dr| (r)|2 = 1

波函数的量量纲是           。引⼊入⼀一个带有⻓长度量量纲的
常数a作为距离的计量量单位。a是待定常数。

[L]�3/2

试探波函数：  (r) = a�3/2f
⇣ r
a

⌘
f(z)是⽆无量量纲变量量z
的⽆无量量纲函数



波函数在⽆无穷远处收敛的条件要求

f(z) = e�x, e�x2

, · · ·

1）选取      ：
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