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第 章 经典物理失效和旧量子论的诞生

!
我们在此章中简单回顾量子理论的发展，希望借此说明（ ）任何一个物理理论都

是从实验中总结出来的，绝不是凭空从理论上推导出来的；（ ）许多重要的科学发

现都是寻找其他事物时的副产品。此外，要想了解一门科学，必须知道它的历史 。

因为不了解一门科学的历史，就无法透彻地理解它的现状。本章介绍和量子力学诞

生息息相关的实验结果，这些背景知识对于理解量子力学体系的建立具有重要的意义。

量子力学的建立有两个支柱：一是光（也即辐射）的粒子性；二是实物粒子的波

动性。光的粒子性是由普朗克、爱因斯坦、密立根和康普顿等人建立和确认的，而物

质的波动性则是德布罗意为解释玻尔原子模型中原子轨道稳定性而提出的。本章分别

介绍光的粒子性，原子稳定性和玻尔模型，以及德布罗意物质波，最后讨论德布罗意

波包和不确定关系。

辐射的微粒性

黑体辐射

固体低温比热容

光电效应

康普顿散射

黑体辐射

光线是我们日常生活中最熟悉的，也是最难以理解的物理对象。 世纪初的两

大物理革命，狭义相对论和量子力学，都是和光紧密相关的。谈到光线，人们首先想

到的是“辐射”和“粒子性”。许多幼儿园小朋友画太阳涂鸦时都不由自主地在太阳

边缘处画上向外的射线。在现实生活中，我们需要在特殊情况下才可以观测到光线，

但当我们看到这些涂鸦时却丝毫不觉得奇怪。

光到底是粒子还是波？这个问题在历史上曾经引起多次争斗。牛顿是光粒子论的

倡导者，虽然他是否真的相信光是粒子已经不可考证。在牛顿的光芒下，光波动性学

说举步维艰。经过多年的努力，托马斯 · 杨双缝干涉实验和泊松光斑实验确凿无疑地
证实光的波动性。从那以后，光波动论击败了光的粒子说。波动性和粒子性最大的不

同在于波传播需要载体。为此人们构造了“以太”（ ）。这场粒子和波的战争持续
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了 年之久，但最终结果却是，既没有胜利者，也没有失败者，因为光既是粒子也

是波，光既不是粒子也不是波。

♠ 热体如何辐射（ ）

年牛顿在他的《光学》一书中问道：“是不是所有物体被加热到一定温度时

都会发光炫目，这种发光是否来自于物体内部的振动模式？”（

）

时隔 年，在 世纪初（ 年），人们已经了解到（ ）加热会引起固体分

子或原子振动；（ ）分子和原子具有复杂的电荷分布。牛顿的明锐洞察力再次让人感

到敬畏。然而，高温物体辐射的物理机制仍然困惑着物理学家。

赫兹和其他人的工作已经验证了麦克斯韦关于“振荡的带电粒子会发出电磁辐

射”的理论预言。麦克斯韦方程还告诉我们电磁辐射是以光速运动的，这也就是说，

电磁辐射就是光。与此紧密相关的红外辐射，实质上也是电磁波。物理图像是，当一

个物体被加热时，其分子或原子的振动将不可避免地产生带电粒子振荡。假设在宏观

尺度上成立的麦克斯韦电磁辐射理论在分子或原子尺度上仍然成立，那么这些带电粒

子振荡将产生辐射，应该释放出热量和发光。热体辐射似乎可以用麦克斯韦电磁理论

解释。

♠ 物体吸收辐射（ ）

我们知道，一个被加热物体的辐射能力依赖于具体物体的内部结构。为了更清楚

地说明此点，我们先考虑不同材质的物体是如何吸收辐射的。有些材质的物质是很难

吸收光的，例如玻璃，光会穿透玻璃照射到室内。当然，这里我们谈及的是可见光。

另外一个例子是闪亮的金属表面，具有非常强的反射功能，也不易于吸收光。也有些

材质非常容易吸收光和热，例如煤烟（ ）。我们可以将吸收光的过程解释为“电磁

波和材质中的带电粒子相互作用，导致这些带电粒子振动来吸收辐射能量”，显然上

述这两类材质都可以发生这样的相互作用。那么，到底是什么造成了它们吸收辐射本

领的天壤之别哪？完全理解吸收辐射机制需要量子力学的知识，但我们可以先给出一

个粗略的定性解释。

玻璃有电子，这些电子在外部振荡的电场中是可以振荡的。但玻璃的电子被紧紧

束缚在原子附近，只能以特定的频率振动。（我们后期课程要学到，这些电子振荡是

当电子从一个能级或轨道跃迁到另外一个能级或轨道时发生的。当然了，在 年

左右，当黑体辐射能谱开始被精确测量时，人们并不知道这些。）对于我们常见的各

种玻璃，它们的电子振动频率都不属于可见光频率范围，所以，光波和玻璃之间不发

生共振，也就不会吸收能量了。这也是我们选择玻璃制作窗户的原因。当然，玻璃对

于可见光之外的光波（通常称作为红外光或紫外光）是不透明的。

如何理解金属的反射性质哪？金属中的电子可以自由走动，这正是金属是电和热

的良导体的原因。金属闪亮反光的原因也在于这些自由电子。当光照到金属表面时，
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金属自由电子在振荡的外电场下发生同一频率振荡，形成振荡电流从而辐射电磁波。

这些辐射出的电磁波就是反射光。当然金属也会吸收入射光并将其能量转化为热能。

如果金属表面足够光滑的话，那么就只有非常少量份额的入射光被金属吸收。

现在考虑吸光性能良好的物质，它既不反射也不透射光。例如煤烟，它也导电，

但导电性能没有金属好。这是因为煤烟虽然也有未束缚电子，但这些电子的自由程非

常短，会经常撞到煤烟原子晶格。经过多次碰撞后，自由电子的动能将被转化为煤烟

的热能，入射辐射光几乎完全被吸收了。

♠ 吸收和辐射之间的关联：基尔霍夫定律
当煤烟被加热时，煤烟原子核晶格有非常强的振动。当电子和原子相互碰撞时，

电子被突然加速，从而辐射出光。金属中电子具有长自由程，所以金属晶格振动对电

子影响非常小，所以这些电子不容易聚集热能并辐射光。所以我们得出一个结论：“吸

收辐射强者，其辐射亦强”。

任何物体对电磁辐射的发射本领 E(ν,T ) 和吸收率 A(ν,T ) 的比值与物体特性

无关，是波长和温度的普适函数 f (ν,T )，

E(ν,T )
A(ν,T )

= f (ν,T )

辐射本领是单位时间内，从辐射体表面的单位面值上发射出的辐射能量的频率

分布，而吸收率是找到物体上的辐射能量分布被吸收的份额。

基尔霍夫定理

♣

基尔霍夫根据热平衡理论给出证明：我们可以在一个房间内摆放不同物体。每个物体

都会吸收其他物体辐射的能量，同样也会辐射能量给其他物体。假设一个物体的吸收

能力优于辐射能力，那么这个物体从其他物体吸收能量将大于它辐射回到其他物体的

能量。这就意味着，这个物体将越来越热，而房间内的其他物体将变冷，这与热力学

第二定律相悖。热力学第二定律，又称“熵增定律”，内容是：“不可能把热从低温物

体传到高温物体而不产生其他影响；不可能从单一热源取热使之完全转换为有用的功

而不产生其他影响；不可逆热力过程中熵的微增量总是大于零”。

!
基尔霍夫判断：太阳光谱的暗线是太阳大气中元素吸收的结果。这给太阳和恒星成分

分析提供了重要的研究方法，天体物理由于应用光谱分析方法而进入新阶段。

♠ 黑体：带孔的热炉
任何在绝对温度以上的物体都会辐射，其辐射的亮度和频率取决于物体在微观尺

度上的组成结构。为了分析热辐射，我们需要定义一个标准的物体——黑体（
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）：最理想的物体是一个完美的吸收者，所以它也是一个完美的辐射者。对于黑

体，A(ν,T ) = 1，所以 f (ν,T ) = E(ν,T )。测量黑体的辐射本领 E(ν,T ) 就可以帮助

我们测量与物体特性无关的普适函数。这个普适函数可以告诉我们物质内部的细致结

构——例如物质和辐射相互作用是否可以用振动模式来解释等。因为 f (ν,T ) 与具体

物体无关，所以人们可以从第一原理出发计算它。特别需要指出的是，与一般物体不

同，黑体可以吸收所有频率的辐射，可以被用来研究低频到高频（红外到紫外）所有

辐射的性质。

但现实生活中，我们怎么样才能制造一个完美的吸收者哪？ 年基尔霍夫想

到了一个绝妙的想法：“在一个大箱子侧面打一个小洞，这个大箱子就是一个非常好

的吸收者，因为任何穿过小洞进入到箱子中的光都会发生多次折射，最终被箱子吸

收。多次反射后在从小洞中射出的概率非常小。如果我们采用逆向思维，在热炉侧面

开一个小洞，那么这个小洞将发出辐射，所以这个小洞就是一个非常接近完美辐射者

的辐射源。”在基尔霍夫正式提出了“黑体辐射”一词（ 年）后，“壁炉”就成为

了 世纪下半叶的物理科学前沿之一。实验物理学家按照基尔霍夫的空腔辐射想法

设计各种实验，双眼通红地盯着火炉测量辐射光的能量（频率）与温度的依赖关系。

所有这些努力最终在 年后开花结果——它成为量子力学诞生的摇篮。

!
其实，黑体辐射研究有着深刻的社会背景，它的直接驱动力是工业革命的需要。 世

纪，欧洲的钢铁工业迅速发展，冶炼过程中需要用科学的方法进行精密的控制。铁块

辐射是一个典型的黑体辐射，深入理解黑体辐射问题可以更好地帮助钢铁工业——这

正是科技推动生产力的典型例子。

♠ 定律和 位移定律

年 观测到：“单位时间内，黑体的单位面积所辐射能量和黑体温度 T

的四次方成正比”，即
∫
ρ(ν,T )dν = σT 4, σ = 5.67× 10−8J/(K4 · s ·m2).

五年后，玻尔兹曼尝试将热力学原理应用于黑体辐射问题。他将黑体辐射问题理想化

成一个充满电磁波的箱子，利用麦克斯韦方程组将压强和电磁能量密度联系起来后，

通过经典热力学推导出此 T 4 依赖关系。

当热炉温度变化时，它发出最大亮度的辐射所对应的频率也随温度变化。例如铁

匠打制铁棍。将铁棍在火炉上加热，当温度为 左右时，铁棍会变成深红色——

这是最低频率的可见光。当温度进一步升高时，铁棍会逐渐变为橙色，之后变回黄

色，最终在 左右变为蓝色。 年维恩（ ）采用玻尔兹曼理想化模型，

通过热力学理论推导出维恩位移定律。在此之前美国天文学家 已经半定量地

观测到这条定律了。维恩位移定律告诉我们，黑体辐射最大亮度所对应的频率随着温

度升高而升高。
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在给定温度 T0 时，黑体辐射能量密度分布 ρ(λ,T0) 存在一个最大值，并且这个

最大值所对应的波长 λ0 和温度 T0 的乘积是常数，λ0 ·T0 = 0.2898×10−2K .m。

维恩位移定理

♣

!
维恩位移定律对于我们使用太阳能至关重要。在制造温室时，我们需要选择特殊的

材料使可见光透过，但不让红外光穿透，这样就可以将太阳能保留在温室中。

♠ 黑体辐射定律和普朗克公式
到了 年，实验技术的改进使得人们可以精确测量黑体辐射的能谱。 年

维恩和 在全封闭的热炉壁上打了一个小洞，从小洞中出射的辐射光将通过

一个格栅。此格栅将不同频率或波长的辐射光透射到格栅后屏幕的不同位置。一个探

测器沿着屏幕上下移动来探测不同频率区间的辐射光能量。这里所描述的仅仅是实验

方案的核心所在，真正的实验是异常复杂的；例如，为了测量非常难测的极低频红外

光谱，维恩必须通过一系列实精巧的验设计将频率略高一点的红外光去除掉。 年

维恩又基于热力学普适理论和数据提出一个两参数的经验公式

ρ(ν,T )dν = c1ν
3 exp

(
−c2ν

T

)
dν,

但这个公式仅适用于短波（大 ν），并不适用于长波（小 ν）。

年在普朗克提出他的公式之前的几个月， 爵士（

）使用经典电动力学推导黑体辐射公式 。黑体腔内密布电磁波，遵从麦克斯

韦方程组。因为黑体是导体，所以这些电磁波还需要满足边界条件：黑体内腔表面处

电场为零。黑体内腔壁内的电荷振荡将发出辐射电磁波。这些电磁波满足驻波条件。

和那些含混不清的黑体内壁的谐振子假设比起来，黑体腔内的电磁驻波图像显得异常

清晰、干净。瑞利采用这种简化模型是一点都不奇怪的，因为 年前他就用同样的

模型解决了在立方室内声音的驻波问题。

经典统计力学的一个核心结论就是能均分定理：“在给定温度 T 的热力学平衡态

下，物体的每一个自由度都对应于一个平均能量 kBT/2，其中 kB 为玻尔兹曼常数”。

所以自由分子气体的动能是 3kBT/2 每一个运动方向的自由度都对应着动能 kBT/2，
而简谐振子系统的每个谐振子的对应于一个方向的平均能量是 kBT（其中 kBT/2 是
动能，kBT/2 是势能）。假设微观黑体辐射也遵从能均分定理，只要计算出黑体腔内
辐射的自由度数目后，就可以得到黑体辐射的能量密度了。瑞利将黑体腔内辐射看做

简谐振子，在利用周期性边界条件得到驻波的简谐振子波函数

ψ(x) ∼ eiq⃗·x⃗, q⃗ =
2π
L
n⃗,
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其中 n⃗ = (n,m, l) 是矢量。每一个振动模式的波长为 λ = 2π/|q⃗|，频率为

ν =
c
λ
=
|q⃗|
2π

c =
|n⃗|
L
c。

这样黑体腔内辐射在 (ν,ν + dν) 之间的振动模式密度为

N (ν)dν = 2× 4π|n⃗|2d |n⃗|= 8π
(L
c

)3
ν2dν,

其中一个因子“ ”代表电磁波具有两种极化自由度。统计力学的能均分定理告诉我

们，每一个振动模式所对应的能量为 Ē(T ) = kBT，所以黑体辐射能量密度为

ρ(ν,T )dν =
Ē(T )N (ν)dν

L3
=

8πkBT
c3

ν2dν。

!
年金斯（ ）修正了瑞利文章中的大量错误，但最重要的结果 ρ(ν,T )dν ∼

ν2dν 还是保持不变。后人将上面公式称作为瑞利 金斯公式。

瑞利 金斯公式在低频时工作非常好，给出了 ν2 依赖关系，但在高频部分和实

验完全不符合。因为 ρ(ν) ∼ ν2 表明，黑体辐射在高频部分（高能区）密度大，黑
体将会在瞬间将所有能量都辐射掉。 年保罗·埃伦费斯特将之称作为“紫外灾

难”（ ）来形容经典理论的困境。这个灾难来源于黑体腔内电磁

波有无限多的振动模式。为了得到有限的能量密度分布函数，高频端的辐射必须要有

一个截断或者有另外一个物理机制修正高频的振动模式。

瑞利 金斯公式也无法解释实验观测到黑体辐射的颜色随温度而变化（即维恩位

移定律）。从实验观测上看，当热炉加热时，我们首先观测到红光，之后才是黄光等

高频辐射。这说明高频振子在低温时没有得到激发，因为黑体腔内的能量是有限的，

低温时黑体腔内没有足够能量去激发高频辐射。非常明显，经典统计物理的能均分定

理并不适用于黑体辐射过程，但什么地方出错了哪？

在 年，人们已经有两套相互矛盾的黑体辐射公式——（ ）维恩公式；（ ）瑞

利 金斯公式。维恩公式在高频处工作非常好，但无法解释低频物理；瑞利 金斯公式

在低频处工作，但无法解释高频。那么有没有可能找到一个公式同时解释低频和高频

哪？这正是普朗克研究黑体辐射的动机。因为维恩公式在高频处工作的非常好，所以

维恩公式中的指数函数形式应该予以保留，它也是得到能量密度分布曲线的拐点的关

键所在。另一方面，瑞利 金斯公式在低频处工作，ν2 依赖关系告诉我们低频处的辐

射出是自由场。注意，这个平方关系来源于经典电磁场振动模式密度。那么中间区域

怎么办哪？虽然不清楚黑体辐射背后的物理机制，普朗克利用插值法得到一个两参数

的黑体辐射公式 ：

ρ(ν,T )dν =
c1ν3

exp(c2ν/T )− 1dν,

普朗克在德国物理协会上报告这个公式，发表在



曹
庆
宏

讲
义
草
稿

请
勿
传
播

辐射的微粒性

其中 c1 和 c2 是经验参数。这个简单公式和实验符合的非常好，这绝非偶然，在它背

后一定隐藏着非常重要的物理学规律。六个星期之后，更准确地讲，在 年 月

日 普朗克基于如下两个假设推导出他之前报告的拟合公式：

=⇒态密度 ∝ ν2dν
ν hν

=⇒ E = hν 这给出了另外一个 ν，同时也解决了能均分定理疑难）。

普朗克的第一个假设实质上是构造了一个黑体辐射的理想化模型。他将黑体辐射想象

为一个封闭系统，在此封闭系统内壁表面上存在着带电粒子，这些带电粒子不同频率

的振动发出辐射，而且这些辐射和黑体内部的辐射处于热平衡状态。在这个假设下，

黑体内部辐射可以简化为黑体腔内的驻波，其处于 (ν,ν + dν) 间隔的状态密度正比

于 ν2dν。这样，普朗克将他的拟合公式分解为两部分：

ρ(ν,T )dν =
c1ν3dν

exp(c2ν/T )− 1 =
kBc2ν

exp
(
kBc2ν
kBT

)
− 1
× c1
kBc2

ν2dν,

其中第一项是频率为 ν 的电磁辐射的平均能量 εν，而第二项为态密度。这样普朗克

将两个经验参数分离开。可以进一步将 εν 改写为

εν =
kBc2ν

exp(kBc2ν/kBT )− 1
= − d

dβ
ln

[
1− exp(−βkBc2ν)

]
, β =

1
kBT
。

将上式和统计力学中的平均能量公式

⟨E⟩= − d
dβ

lnZ = − d
dβ

ln

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
∑

ε

e−βε
⎞
⎟⎟⎟⎟⎠=

∑
ε εe
−βε

∑
ε e
−βε

对比后可得，黑体辐射的统计配分函数为

lnZ = − ln
(
1− e−βkBc2ν

)
= ln

1
1− e−βkBc2ν ,

即，频率为 ν 的驻波配分函数为

Z(ν) =
1

1− e−βkBc2ν = 1+ e−βkBc2ν + e−2βkBc2ν + · · ·

=
∞∑

n=0

e−nβkBc2ν .

这就意味着黑体腔内频率为 ν 的电磁辐射的能量是分立的，并且这些能量是最小单

位 εν = hν 的整数倍——这正是普朗克第二个假设。普朗克得到了常数

h = kBc2,

普朗克的工作发表在 。 年索末菲在他的《原子构

造和光谱线》一书中最早将 年 月 日称为“量子理论的诞辰”，后来的科学史家们将这

一天定为了量子的诞生日。
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第 章 经典物理失效和旧量子论的诞生

后人命名为普朗克常数。但普朗克本人并不知道这个常数是什么，有什么意义。爱因

斯坦在 年注意到普朗克公式的低频极限（ν→ 0）和瑞利 金斯公式相同，从而

得到 c1/c2 = 8πkB/c3，将另外一个经验参数也固定下来，

c1 = 8πkBc2/c3 = 8πh/c3.

这样就得到了大家所熟悉的普朗克公式，

ρ(ν,T )dν =
8πh
c3

ν3

exp(hν/kBT )− 1
dν.

普朗克黑体辐射公式中除辐射频率和温度外，仅包含物理学常数 c 和 h，因此它是与

具体物性无关的普适函数。这也正是我们一开始定义黑体的目的所在。我们也可以将

上述的黑体辐射能谱用波长和温度来表示。因为电磁辐射速度为光速 c，辐射的波长

和频率之间关系为 λ = c/ν。变换频率为波长的雅克比因子为

dν =

∣∣∣∣∣
dν
dλ

∣∣∣∣∣dλ =

∣∣∣∣∣
d (c/λ)

dλ

∣∣∣∣∣dλ =
c
λ2

dλ,

所以 ρ(ν,T ) 和 ρ(λ,T ) 之间转换关系为

ρ(λ,T ) =
ν2

c
ρ(ν,T ) =

2πhc2

λ5
1

exp
(

hc
kBTλ

)
− 1
。

!
有趣的是，普朗克在他文章没有提到能均分定理，这是因为当时人们已经知道能均

分定理有问题，无法解释固体比热容问题。事实上，普朗克甚至不确定是否存在原子，

他甚至比较倾向没有原子。即使原子论的孤独角斗士——玻尔兹曼——也不太清楚荷

电振子是如何同电磁辐射达到平衡的。!
真正将爱因斯坦光量子和普朗克黑体辐射公式连接起来的是 。

年洛伦兹使用 系综统计计算了黑体辐射的平均能量，得到了上述的普朗克黑体

辐射公式。洛伦兹的工作发表在 上。

普朗克公式在高频极限和低频极限下可以分别得到维恩公式和瑞利 金斯公式。

当 ν→∞ 时，ehν/kBT ≫ 1，这样就很容易得到维恩公式

ρ(ν,T )dν =
8πhν3

c3
e−hν/kBT dν。

当 ν→ 0 时，更严格的极限条件是 hν ≪ kBT（热运动能量远远大于黑体壁内振子能

够吸收辐射的量子），

ehν/kBT ≃ 1+
hν
kBT

+O(ν2),

所以

ρ(ν,T )dν =
8πhν3

c2
1

1+ hν
kBT
− 1+O(ν2)

=
8πν2

c3
kBTdν.
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辐射的微粒性

此时因为热动能远大于壁内振子可以吸收的量子，所以所有的壁内振子的振动模式都

被激发，从而使能均分定理适用。另外，低频极限下能量密度分布函数中不包含普朗

克常数，说明这是经典物理的结果。

普朗克公式可以定性地解释维恩位移定律。黑体内腔壁内振子从黑体内部分子附

近的热振动中获得能量，一般而言，这种热振动的能量大小在 ∼ kBT 级别上。按照经

典统计物理，分子热振动态处于高能量的概率是指数衰减的，∼ e−E/kBT。这就意味着，

如果黑体腔内壁内振子只能吸收量子 hν，那么在 kBT ≪ hν 时，这些壁内振子就很

难吸收热能量 kBT，从而无法激发来发出辐射。另一方面，在热炉中的驻波振动模式

密度正比于频率平方，ρ(ν) ∼ ν2，所以当 hν ≪ kBT 时驻波振动模式非常少，对于辐

射贡献也小。综上所述，黑体辐射的最大亮度处所对应的辐射频率应该满足

hν ∼ kBT .

温度升高时能量密度分布极值点对应的频率位置也要升高，辐射颜色会从红变为蓝

色。

普朗克仅仅认为：物质和辐射之间的能量交换不是以连续方式进行的，而是量子

化的，但辐射场本身是连续额的。这就像我们在超市打酱油，酱油是连续的，但超市

只能一瓶瓶销售。在普朗克提出黑体辐射公式后的几年内，人们并没有意识到能量子

的重要意义。虽然能量子假设可以导出已被广泛公认的普朗克公式，但能量子假设被

视作为一个临时性的、过渡性的漂亮技术，人们相信一定有办法将黑体辐射公式重新

纳入到经典物理框架中。关于大家对他的理论的看法，普朗克并不没有觉得沮丧，因

为他本人也不相信能量子假设。另外一点是，普朗克得到黑体辐射公式的方法非常冗

长、晦涩难懂，甚至普朗克在论文的不同部分做了完全相悖的假设。

爱因斯坦对普朗克的推导感到非常困惑，普朗克首先假定黑体腔壁谐振子和辐射

之间存在经典相互作用，但最后又论证这个相互作用和经典物理完全不一样，只能一

份份的发射辐射。这是自相矛盾的。然而普朗克公式和实验符合的非常好，它一定是

对的，所以普朗克的推导过程中一定有某个关键保证了这个公式的正确性，而且这个

关键的地方绝对不会依赖于黑体腔壁谐振子和辐射之间的具体相互作用形式。通过将

高频处的黑体辐射公式（hν ≫ kBT）

ρ(ν,T ) =
8πν2hν

c3
e−hν/kBT

和经典统计力学中原子气体的能量密度公式作比较，

f (E) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣4π

(
m

2πkBT

)3/2

ν2
⎤
⎥⎥⎥⎥⎦Ee

−E/kBT

作比较，爱因斯坦得出结论：“与普朗克所猜想不同的，能量量子并非是黑体腔壁谐

振子的特殊性质。黑体腔内的辐射自己本身的能量是量子化的（一份份的）”。不得

不说，和黑体腔壁谐振子的含混不清假设相比，光量子的图像要干净多了。
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光电效应

人们不相信普朗克能量子假设的另外一个原因是：黑体辐射实验是一个间接实

验，人们没有直接观测到热炉和辐射之间的相互作用。当爱因斯坦将光量子假设和光

电效应联系起来时，所有的疑惑都迎刃而解了。

光电效应最早是赫兹观测到的。麦克斯韦在 年建立的电磁理论的最特殊的

理论预言是以光速传播的电磁波，并且光也是电磁波。在 年赫兹观测到电磁波，

从而证实了麦克斯韦电磁理论。他的实验是首先在一个电磁线圈产生电火花，这个电

火花会伴随着电磁波辐射，当电磁波传播到另外一个电线圈时也会产生电火花。实验

的困难是如何探测或观测在第二个线圈产生的小火花。在试图改善火花识别技术时，

赫兹发现了将紫外光照射到金属表面上会产生电火花，但当时赫兹并不知道原因。经

过数月的探索， 年赫兹总结道：“

”。这个谜团直到 年汤姆逊发现紫外

光可以从金属中打出电子来才解开。

但当时人们没有想到光量子，而是试图用经典电磁理论解释此现象：“阴极原子

中包含电子，这些电子在外电磁场中受迫振动。最终部分电子变得松散，拜托阴极束

缚而发生出来（注意，当时人们并不清楚金属的原子结构）”。这种解释听起来也合情

合理。根据这种解释，出射电子的数目和速度应该依赖于入射光的强度和频率（颜

色）。增加光强度将会更加剧烈地晃动电子，从而导致更多的电子以更大的速度出射；

增加入射光频率将更加快速地晃动电子，从而使电子更迅速地出射。如果入射非常暗

的光，那么应该需要更长的时间才可以看见电子出射。

年李纳德 采用不同频率和强度入射光进行光电效应实验。实验装

置如书上所示。 用光照到发射金属板上，并用另外一个金属板收集入射光所

打出来的电子。为了测量这些电子能量， 在发射金属板和收集板中间加了负

电压来阻碍电子到达收集板。他定义阻碍所有电子到达的电压为阻断电压 Vstop。如

果经典物理解释是正确的，那么出射电子动能依赖于入射光强度，这必然导致阻断电

压要依赖于入射光强度。然而，实验结果出人意外， 发现 Vstop 与入射光强度

没有任何关系。虽然增加强度可以使出射电子数目增加，但并不影响阻断电压。这说

明出射电子动能与入射光强度无关。当调节入射光颜色（频率）时， 发现出射

电子能量依赖于入射光颜色——波长越短的光打出的电子能量越大。注意：这个结论

仅仅是定性的，因为当时实验技术所限，电子能量是无法多次重复测量的。电子能量

测量非常依赖于发射金属板表面的氧化状态。即便在当时最好的真空管内，金属表面

也会在十分钟左右出现显著的氧化。出射电子分布在金属表面，当金属氧化时这些电

子的束缚行为还要依赖于金属和氧原子的混合性质。氧化金属和未氧化金属的出射电

子能量是不同的。

年爱因斯坦给出了一个非常简单的解释，并凭此获得了 年诺贝尔奖。
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他认为入射光的能量是量子化的，其能量为 hν（ν 是频率），也就是说，辐射本身就

是能量为 hν、速度为 c 的粒子。发生光电效应时，每一个光量子都被一个电子吸收，

其中部分能量被电子用来摆脱金属的束缚，称作为逸出功（W）。所以出射电子的能

量是

E = hν −W。

当电子能量无法克服外加的阻断电压时，电子就无法到达收集板。此时有

eVstop = hν −W。

使用不同频率的光照射并测量与之相应的阻断电压，人们就可以普朗克常数和电荷的

比值，

h
e
=

V 1
stop −V 2

stop

ν1 − ν2
。

如果我们接受爱因斯坦理论，那么我们就有了另外一个完全独立的测量普朗克

常数的方法。美国物理学家罗伯特 · 密立根（ ）根本不相信爱因斯坦

的理论，他认为爱因斯坦理论是对光波动理论的一个挑战。为了证明爱因斯坦是错

的，密立根花了整整 年时间（ ）在光电效应实验上，甚至设计了在真空

管内清洗金属表面的技术。密立根是个非常有毅力的科学家，但非常遗憾的是，他最

终得到了一个非常令他失望的结果——他完美地验证爱因斯坦的理论，甚至将普朗克

常数的测量误差减至小于 0.5% 。正所谓“失之东隅 收之桑榆”，密立根因为这一系

列工作最终获得了 的诺贝尔物理学奖（“

”）。做科研工作选题很重要，但天道酬勤，

更重要的是要将工作做到极致！

!
光电效应中测量出射电子能量和测量黑体辐射能量谱都可以给出普朗克常数，而且两

个独立实验得到的普朗克常数是相符的，∼ 6.6× 10−34Joule · Sec。这个常数代表着电
磁辐射的普遍性质，而且也被后来的康普顿（ ）实验所证实。

康普顿散射实验

虽然密立根花费 年时间来“验证”爱因斯坦光量子假设，但光电效应实验也

是间接地支持光量子假设。特别是，光电效应仅仅验证了光量子能量量子化。如果电

磁辐射确实具有“粒子”性，那么光量子也应该有动量，并且光量子的能量和动量之

间关系要保证光量子是无质量的。这是因为所有的实验都告诉我们电磁相互作用是长

程力，需要相互作用的传播子——光量子——没有质量。狭义相对论告诉我们，光量

子的能量和动量为

E = hν = h̄ω, p⃗ =
hν
c
n⃗ =

h
λ
n⃗ = h̄k⃗,



曹
庆
宏

讲
义
草
稿

请
勿
传
播

第 章 经典物理失效和旧量子论的诞生

其中 n⃗ 为描述光量子运动方向的单位矢量，k⃗ 是波矢

k⃗ =
2πν
c

n⃗ =
2π
λ

n⃗。

注意： |p⃗|= E/c 是光量子无质量的要求，m2
γc

4 = E2 −p2c2 = 0；（ ）普朗克常数

是联系光量子的粒子性（E，p⃗）和波动性（ω，k⃗）的标度因子（ ）。

如果要验证光量子具有“粒子”性，那么我们必须通过实验真正检验到光量子的

动量。这就是康普顿散射实验——证实光粒子性的一锤定音工作。 至 年期

间，康普顿将高频的 射线照射到金属表面，因为 射线光量子的能量 hν 远远大

于金属的逸出功，所以我们可以将金属内的电子视作为自由粒子。我们也可用如下图

像来解释：“入射光量子的频率非常高、波长非常小，它的“分辨率”也高，从而可以

看到小尺度上的物理对象；当入射光波长非常长时，入射光“看到”整个金属中的自

由电子，那么这些电子就在入射光的电磁场作用下振荡并发出辐射，这就是在上一节

中提到的金属反光现象”。康普顿散射在非常短的时间内完成（ts < 10−10 秒），整个

散射可视作为入射 射线光量子和自由静止电子之间发生的弹性散射。整个散射过

程都是通过电磁相互作用发生的，但因为散射时间非常短，和这个实验探测时间相比

可以忽略，所以我们可以使用经典力学中的弹性碰撞来计算康普顿散射的空间分布。

假设散射过程中能量和动量是严格守恒的（注意，能动量守恒定律仅仅是在宏观

物理过程中得到验证），那么入射 射线的部分能量会传递给静止的电子，从而导致

散射的 射线的频率减少、波长增大。电子获得能量越多，反射 射线的波长就越

大。考虑特殊情况，入射 射线被完全反射，即反射 射线运动方向和入射 射线

相反，散射后电子沿着入射 射线方向运动。设反射 射线的频率为 ν ′，有动量守

恒可得，散射后电子动量为

pe =
hν
c

+
hν ′

c
;

能量守恒给出

hν +mec
2 = hν ′ +

√

m2
e c4+

(
hν
c

+
hν ′

c

)2
c2 ,

其中 me 是电子质量。从能量守恒和动量守恒关系中，我们可以解除反射 射线的频

率为

ν ′ = ν
mec2

2hν +mec2
.

通常人们采用入射 射线波长 λ = c/ν 和反射 射线波长 λ′，

λ′ = λ+ 2
h

mec
,

其中
h

mec
= 2.425×10−10 被称作为电子的康普顿波长。将上式中的数字“ ”替换

为（1− cosθ）就可以得到一般散射角度的康普顿散射公式：

λ′ = λ+
h

mec
(1− cosθ)。
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原子模型和德布罗意物质波

其中 θ 角定义为散射光子方向和入射光子方向的夹角。

康普顿实验的重要意义在于：（ ）它验证了普朗克 爱因斯坦关系（E = h̄ω）；（ ）

证明了光量子的微粒性，但并没有排除光量子的波动性；（ ）首次在微观散射过程中

证实了能量 动量守恒是严格成立的，并不是像人们猜测的，在微观世界中，能量 动

量的平均值是守恒的，但有可能在单个散射过程中破坏。

!
任何物理过程都遵守能量和动量守恒，在今天看来似乎是不言自明的，但历史上有许

多著名的物理学家都曾经质疑过这一点。例如，玻尔就一直对微观尺度上能动量守恒

持怀疑态度。在 年 和 测量到 β 衰变过程产生的电子具

有连续分布的能量，这和 到 （a→ b+ c 的过程等能动量守恒相矛盾。玻尔写了

一篇文章阐述在微观尺度上能量和动量有可能是不守恒的。 年泡利认为 β 衰变

过程并不是一个“ 到 ”衰变过程，而是 到 衰变过程，引入不可见的中微子

解释了这个谜题。!
年化学家 给光量子取名为“光子”（ （

）。

原子模型和德布罗意物质波

元素的光谱线（标志频率）

原子模型

卢瑟福散射实验

玻尔模型

弗兰克 赫兹实验

斯特恩 盖拉赫实验

德布罗意物质波

玻尔 索末菲量子化条件

戴维森 葛莫实验和汤姆逊实验

元素的光谱线

年法国著名哲学家奥古斯特·孔德 ，社会学和实证主义的

创始者）写到：“我们只能知道星体的存在与否、它们大小尺寸和放射能力等，但我

们无法确定它们的化学组成或者它们的密度，因为我们无法到这些星球上去实地探

测。”然而，自然界明显对我们是非常慷慨的。虽然我们无法到遥远星体上实地测量，

但我们可以观测到这些星体发出的光谱，而这些光谱蕴含了星体组分的详细信息。因

为热原子气体可以辐射和吸收光，这些光的频率 ν 是固定的而且依赖于原子特性，所

以原子光谱线是识别原子性质的“指纹”，是一个非常有用的化学分析工具。
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第 章 经典物理失效和旧量子论的诞生

年， （瑞典的 ）首先观测到氢原子光谱。在

年至 年期间，化学家布森（ ）和基尔霍夫做了一系列系统的光谱测量。

即便以今天实验水平来看，布森和基尔霍夫的工作都是高水准的。他们测量了上千种

光谱，精度达到了万分之一。他们发现了新元素： 和 。他们的方法

还被用来发现其他 中新元素。

虽然人们已经利用这些光谱线得到许多重要的科学发现，但没有人明白这些原子

为什么辐射出这些谱线。这些光谱线意味着原子可能具有内部结构，但当时人们并不

确定原子的存在。 年 提出，这些光谱有可能是由于分子（当时分子含义

也包含了原子）的振动引起的。 年麦克斯韦仔细研究了原子为产生各种光谱必

须具有的各种可能的内部运动或振动等，他发现原子内部必须要有非常多的自由度才

能够解释那些让人眼花缭乱的光谱。然而，固体比热容的测量结果直接否决这种可能

性，因为在固体加热时这些振动模式会吸收热量的。

毫无疑问，如果一个给定原子的所有光谱线模式都被分辨出来，那么它就有可能

为人们探索原子内部结构提供启示，甚至可以启发人们构造具体的原子模型来解释

这些光谱。 年之后人们越来越重视光谱数据分析。最重要的发现来自于一个瑞

士的女子学校的数学和拉丁语教师巴尔默（ ）。他将注意力集中在氢原

子（最轻的原子），因为氢原子看起来最有可能是原子。在文章中，巴尔默写道：“在

我看来，与其他任何原子相比，氢原子更有可能打开通往物质深层次结构的窗户”。

已经测量到 个可见光谱，其波长分别为

6562.10 , 4860.74 , 4340.1 , 4101.2 ,

其中 = 10−10m。令人难以置信的是，巴尔默居然找到这 个谱线中存在的规律，

λ = b

(
n2

n2 − 4

)
,

其中 b = 3645.6 且 n = 3,4,5,6。这太神奇了！我无法想象当年巴尔默是如何猜到

这个公式。巴尔默还建议，有可能还存在着对于 n = 7,8 的其他红外谱线。事实上，

有些谱线当时已经被观测到了，只不过巴尔默并不知道而已。他甚至还建议，可以将

替换成 ， ， 等，虽然他的猜测是正确的，但这些红外光谱一直到 世纪初

才被观测到。将 换成 所产生的各种紫外光谱也一直到 世纪初才测到。

有时候，一个公式的正确表述方式能够更清晰地揭示其物理含义。 年

将巴尔默公式该写作

1
λ
= RH

( 1
n2
− 1
m2

)
,

其中 n 和 m 都是整数，RH = 109737cm−1 被称作为 常数。 公式

告诉我们光谱线波长倒数是两个毫无关联的正整数级数 1/n2 之差，这其中必然有我
们所不知的物理规律。时至今日，当我们审视这个公式时，我们不得不对大自然的精

巧设计感到震撼。
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年 还发现一个有趣的光谱线组合规律（ ）：“同一光

谱的两条谱线的频率之和或之差所对应的谱线也往往出现在这个光谱中”，这说明原

子内部有更复杂的结构。这条组合定律引导海森堡发现著名的矩阵力学。

原子模型

在 年左右，物理学界有个非常奇怪现象：虽然无人知晓原子的物理图像，

但绝大部分物理学家都相信原子是存在的。原子应该不是传统意义上的微小固体，因

为我们总可以在适当条件下对原子施力来打碎它或者令其发生特殊的化学反应。随着

电子的发现，人们相信氢原子中应该包含“一个”电子，因为氢原子是元素周期表中

第一个元素。但人们无法解释原子的基本性质——它的“永久性”（ ）。原

子的电中性要求原子内部一定还有未知的正电荷物质。但不幸的是，电磁相互作用

——当时已知的微观世界中唯一的相互作用——是无法得到一个稳定的原子。例如，

仅凭静态电磁力是无法将这些正电荷物质和电子结合在一起并稳定存在。 年数

学家 用严格的数学方法证明了：“置于静电场中的电荷，在没有其

他外力作用时，不可能处于平衡态”，所以通过静电场结合在一起的多体系统是亚稳

态，无法长时间稳定存在。另一方面，如果正电荷物质和电子通过电磁相互作用结合

的话，原子也不会稳定，因为麦克斯韦已经证明了圆周运动的电子会辐射出能量，这

必然导致原子塌缩。

有的同学或许已经听说过汤姆逊的“布丁模型”，又名为“枣糕模型”。大部分教

科书上列举“布丁模型”都是为了说明卢瑟福散射实验的重要意义，但并没有说明当

时汤姆逊提出这个模型的背景，而且也没有说明为什么这个“错误”的模型会引起物

理学家的关注和重视。从今日学生的角度来看，教科书的任何物理理论都是合理和异

常简单的，似乎不需要多少努力就可以猜测或推导出来，而重要的革命性的新理论似

乎又难以揣摩。如果回顾一下科学发展史，我们会发现其实历史上每一个时期都是类

似的——自然界永远都是将其运行规律深深掩藏在种种谜团和疑惑背后。在这些谜团

面前，物理学家往往像无头苍蝇一样四处撞壁。物理学家会根据当时的各种实验现象

和理论工具来做出最佳的猜测，这些猜测大部分都以失败而告终，最终被淹没在故纸

堆中。但这些失败的努力尝试都是极其重要的，正是因为不惧怕失败和尝试，人类才

成为了今日的地球霸主。汤姆逊的“布丁模型”就是众多失败模型之一，但它的构造

过程是非常曲折和吸引人的。

♠ 早期的原子模型
年 也即 爵士 首先构造了一个原子模型。

年亥姆赫兹（ ）在一篇关于“涡旋”的工作中指出：“理想流体中一个涡旋

线始终有相同粒子组成，并且一直保持为环形，不被破坏。不同的涡旋还可以形成

不同的组合，例如沿同一方向传播的涡旋相互吸引”。现实生活中，熟练的“老烟枪”

绝对零度的提出者， 之名来自于他在苏格兰格拉斯（ ）大学实验室附近的开尔文河。
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第 章 经典物理失效和旧量子论的诞生

吐出的连环烟圈就是一个涡旋的例子。汤姆逊在亥姆赫兹工作的启发下，构造了一

个原子的涡旋模型。当然，在空气这样的非理想流体中，涡旋仅能短暂存在，所以

关于涡旋稳定的数学理论仅仅是一个近似而已。但 非常兴奋，因为当

时人们认为自然界中存在以太（ ） ，而以太被认为是理想流体，以太中的涡旋

可以永久存在。这个想法让当时的所有人都非常兴奋。但 年另外一个

（ ）发现了电子，而电子明显是所有原子中的组分，所以涡旋模型不再

吸引人，而非涡旋模型开始逐渐引人注意。

年 提出一个实验方法描述他对“分子中原子分布”的理解。

他将相同磁化的细针穿过软木，并将这些磁针放入水中，使这些磁针的北极都超出

水面相同高度。这样，这些磁针之间相互排斥。随后他手持另外一个强磁铁，使其南

极高于水面。由于强磁铁会吸引这些磁针，这些磁针将移动到强磁铁附近，但又因

为磁针之间的排斥作用，这些磁针最终会以强磁铁为中心形成特定的稳定平衡分布。

发现首先有三个磁针形成三角形，四个磁针形成正方形，五个磁针加入形成五

角形。但有六个磁针时，五个磁针形成五角形，第六个磁针则移动到五角形中心位置。

更多的磁针将逐渐在五角形之外的排列成不同的层次分布，类似于我们玩的跳棋。对

于 的工作， 的第一反应是这似乎为涡旋原子模型提供了一定的启示。

虽然这种尝试注定是失败的，但这为 年后 提出他的新原子模型埋

下了种子。

在电子被发现之后， 年开尔文提出了一个新原子模型：电子嵌入在弥散的、

均匀的正电荷物质球体中，整个球体构成了原子。当然，整个球体必须通过某种不为

人知的非电相互作用来结合束缚起来。注意，此时人们并不知道带正电的物质其电

荷是否和电子一样，甚至有可能正电荷物质的电荷是连续而非离散的。这个模型被

起名为“布丁模型”，并进一步发扬光大。在 年，

分析了（ ） 和气体散射实验和（ ）固体吸收 β 实验，在假定主要由电

子参与上述散射过程的前提下，他得出结论：“原子中的电子数目大致和原子数相

等”。这不禁让人联想到“在原子中电子或许就像 的磁针一样排列”。或许，

这些不同电子排列方式所导致的电子振动模式可以解释人们所观测的光谱线。毫无

疑问，最简单的研究对象是氢原子，因为按照 的推论，氢原子仅有一个电子。

!
在 的工作之前，人们猜测原子或许包含了成千上万的电子。这些电子

会为原子质量提供给可观的份额。

按照布丁模型，原子光谱明显依赖于原子的大小，因为布丁大小和电子振荡频率

之间有着直接关联，从而导致布丁大小和辐射出的光谱之间也存在着直接的关联。在

布丁模型中，均匀分布的正电物质的总正电荷和电子们的总负电荷相等。在最低能

年以太被迈克尔逊 莫雷实验否定，迈克尔逊因此获得 年诺贝尔奖。

因发现电子于 年获诺贝尔物理学奖。
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态，电子位于球体中心处。当整个球体被外力振动时，电子围绕其最低能态点振动。

甚至利用可见光谱计算出原子尺寸在 2× 10−10 米，非常接近正确答案。但
这仅仅是一个巧合。

布丁模型遇到的最大困难是解释复杂原子的稳定性。人们尝试用 磁针方

式排列电子，或将电子置于一个环上，希望特定数目的“磁针”可以形成不参与化学

反应的原子，但这些尝试注定是失败的。理论家们一筹莫展。人们希望找到一个可以

直接探测原子“内部”的实验方法来观察电子是如何排列的。这就是卢瑟福进行他著

名的散射实验的原因。

♠ 卢瑟福散射实验
卢瑟福散射实验开启了核物理和粒子物理时代，它是人类首次系统地探测单个粒

子的散射过程。卢瑟福是世界上首屈一指的 α 粒子专家，他确认了 α 粒子就是离子

化的氦原子。卢瑟福曾经在汤姆逊领导下工作过，他本人相信汤姆逊布丁模型。

年卢瑟福和他的助教（ ）及学生 将一个 α 粒子入射到一个薄金箔

上，他意外地发现大约有万分之一的 α 粒子出现在大角度的探测器上。这虽然是小

概率事件，但人们无法用布丁模型解释。

!
年卢瑟福获得了诺贝尔化学奖，没错，是化学奖。他的授奖原因是：“

”。卢瑟福本人在颁奖典礼上讲：“虽然在人生不同时刻，我经历过许许多

多的变更。但最快的变化是我从一个物理学家变成了化学家”。但能拿诺贝尔奖还是

很不错的，所以卢瑟福将颁奖典礼报告题目定为《辐射产生的 α 粒子的化学性质》。

年卢瑟福成功利用 α 粒子轰炸氮核（ ）产生一个氢原子，这终于圆了

古代化学家们的炼金梦。卢瑟福还创造了“质子”一词来描述氢原子核（ 年发表）。

如果布丁模型是正确的，卢瑟福散射可以视作为入射的 α 粒子和自由电子之间

的散射。设入射 α 粒子的质量为 M、速度为 v，电子质量为 me，令出射 α 粒子速度

和电子速度分别为 v′ 和 u。此散射过程的能量和动量守恒关系为

Mv =meu+Mv′,
1
2
Mv2 =

1
2
Mv′2+

1
2
meu

2.

消去 u 后得到一个平庸解 v = v′（即没有散射发生）和一个非平庸解

v′ = −v
(
me −M
me +M

)
。

注意：v′ 的符号代表散射末态 α 粒子的运动方向，v′ > 0 意味着发生散射后 α 粒子

出现在前方，而 v′ < 0 则表示散射后 α 粒子被反射回来。因为电子质量远远小 α 粒

子质量，me ≃Mα/7300，所以枣糕模型中 v′ 永远不可能为负，换言之，α 粒子不可

能被反射回来。
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第 章 经典物理失效和旧量子论的诞生

实验观测到的大角度散射现象说明原子中存在未知的正电荷组分 X，而且 X 必

须满足如下两个条件

MX ≫Mα；

X 的空间尺度必须非常小（密度非常大）。

第一点可以通过上面 α 粒子和电子散射的关系式推出，

v′ = −v
(
MX −M
MX +M

)
< 0=⇒MX ≫M。

第二点可以通过 α 粒子和未名正电荷物质在电磁相互作用下发生散射得到。在 α 粒

子入射过程中，它的动能逐渐转化为电磁势能。当 α 粒子速度为零时，它和未名正

电荷物质的距离可以简单理解为正电荷物质的空间分布的半径上限。因为 Mα ≪MX，

两体约化质量约等于 Mα，所以我们有如下关系式：

1
2
Mαv

2
α =

(2e)(Ze)
r

=⇒ r =
4Ze2

Mαv
2
α
。

因为 vα ∼ 2× 109m/s 且金原子原子数 Z ∼ 100，所以

rX ≈ 3Z × 10−14cm ∼ 3× 10−12cm,

这就是原子核的半径。

这和人们原来对自然界的认识相差甚远。在卢瑟福散射实验之前，人们从未观测

到带正电荷的粒子，例如正电子。我们的世界是由物质组成，在宇宙演化过程中正物

质和反物质都淹没了，仅仅残留下非常少量的正物质。由于原子是电中性的，所以在

年汤姆逊发现电子后，人们就意识到在微观尺度上必然还有带正电荷的不知名

成分。但通常人们假定这些正电荷均匀稀疏地分布在原子内部。甚至人们假定这些正

电荷物质的电荷有可能是连续分布的，并不是像电子电荷一样量子化的。卢瑟福发现

了正电荷物质分布在非常小的空间内，而原子内部的大部分空间是空的。经过深思之

后，卢瑟福提出了他的“行星模型”——类似于太阳（质子）和地球（电子）。但这个

模型也存在着稳定性问题，因为做圆周运动的电子会发出辐射损失能量。按照经典电

动力学理论，带电粒子做圆周运动时会产生电磁辐射——单位时间内辐射的能量是

I =
2q2a2

3c3
,

其中 q 是粒子电荷而 a 是粒子的加速度。此电磁辐射导致电子能量减少，回旋半径

变小，最终会落到原子核上造成原子塌缩。此外，经典电动力学中电子发出的辐射是

连续的，无法解释各种光谱线，但卢瑟福行星模型是在经典物理框架下最好的理论模

型。理论物理学家的任务就是找到令原子稳定存在的物理机制，但没有人想到最终的

答案出乎所有人的意料。

!
卢瑟福自己本人也清楚行星模型的弊端。他在文章开头小心翼翼地说：我们目前还无

法讨论原子的稳定性问题。所有人都不相信卢瑟福的行星模型，但除了一个人——玻

尔。玻尔对行星模型一见钟情。
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玻尔模型

行星模型中电子的宿命是坠落到原子核上。但没有人问：经典物理是否在原子尺

度仍然成立？ 年玻尔提出了他著名的原子模型，基于如下两条假设：

原子存在着定态。在定态中电子在稳定的圆形轨道上运动，但不发出辐射。（玻

尔假设，经典物理对于这些电子定态失效。）这些稳定的轨道是离散的，满足

mvr = nX, (n = 1,2,3, · · · )

因为普朗克常数具有角动量量纲，所以玻尔猜测 X 和 h 之间可能有关联。

量子跃迁：在原子辐射过程中能量守恒

Ef −Ei = ±h̄ω

考虑绕原子核做圆周运动的电子，设其速度为 v，半径为 r。我们有轨道角动量量子

化条件

mvr = nX,

和库伦力下的电子运动方程和电子能量

mev2

r
=

Ze2

r2
, E =

mv2

2
− Ze2

r
。

在此我们保持原子数 Z，对于氢原子 Z = 1。公式（ ）给出

v =
Ze2

nX
, r =

n2X2

Zme2
.

将上式代入到能量公式中得

E = −Z
2e4m

2n2X2 .

当电子从轨道 n 跃迁到轨道 n′ 时发出辐射的能量为

∆E = hν =
Z2e4m
2X

( 1
n′2
− 1
n2

)
,

=⇒ ν =
Z2e4m
2hX2

( 1
n′2
− 1
n2

)
.

这个公式和里德伯公式非常相似，但是玻尔并不知道 X 的取值是什么。为此玻尔提

出了对应性原理来得到 X。

在大量子数的极限情况下，量子理论必须逐渐逼近经典理论。

玻尔对应性原理

♣

玻尔考虑当 n′ = n − 1≫ 1 的极限情况下，电子在 n′ → n 跃迁时发出辐射的频

率是

νn′→n =
Z2e4m
2hX2

[
1

(n− 1)2 −
1
n2

]
=

Z2e4m
hX2

1
n3

.
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轨道量子化条件给出，电子在第 n 轨道上运动的频率是

νn =
v

2πr
=

Z2e4m
2πn3X3 .

另一方面，在经典电磁理论中以频率 νn 沿着第 n 条轨道做圆周运动的电子所发出辐

射的频率也是 νn。对应性原理告诉我们，当 n≫ 1 时，量子计算结果要等于经典物

理结果，也即 νn′→n = νn，

Z2e4m
hX2

1
n3

=
v

2πr
=

Z2e4m
2πn3X3 .

这样玻尔就得到了 X，

X =
h
2π

.

将 X 代入到光谱频率公式（ ）中，可得里德伯公式

ν = Z2 2π2e4m
h3︸!!!︷︷!!!︸

里德伯常数

( 1
n′2
− 1
n2

)
.

玻尔模型最重要的地方在于它通过轨道角动量量子化揭示了巴尔默公式、普朗克常数

和核子（原子）之间的联系，并从理论上推导了里德伯常数，并作出可被进一步验证

的预言。

使用黑体辐射中测量的普朗克常数，玻尔计算了氢原子的能级和电子轨道半径

（定义精细结构常数 α = e2/h̄c ≈ 1/137）：
电子速度：

vn =
Ze2

nh̄
=

Z
n
αc

电子轨道半径

rn =
n2h̄
Zme2

= n2
h̄

m(αc)

氢原子能级

En = −
Z2e4m

2n2h̄2
= −1

2
m(αc)2

Z2

n2
= −1

2
mv2n

虽然玻尔只是将各种不相关的已知实验现象结合起来，但玻尔计算所得氢原子能量值

和实验符合的非常好，而且在考虑原子核质量效应后，玻尔公式还可以解释氦离子

（类氢原子）的光谱。虽然玻尔模型并没有解释原子为何稳定、电子跃迁机制，也无法

回答电子为什么不能从一个能级平滑地过渡到另外一个能级，但种种迹象表明玻尔模

型是对的，在这个“简单粗暴”的理论模型背后一定隐藏着未知的深刻的物理机制 :)。

弗兰克 赫兹实验

大家在近代物理实验课程中会亲手做这个实验，在此就不啰嗦了。
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!
弗兰克和赫兹于 年获得诺贝尔物理学奖，得奖原因是“发现那些支配原子和

电子碰撞的定律（

”。

斯特恩 盖拉赫实验：空间量子化

到 年时，最先进的量子力学模型还是玻尔模型。玻尔 索末菲量子化条件给

出了角动量量子化（当时，自旋尚未发现，所以角动量是指轨道角动量），那么我们

应该如何验证角动量量子化哪？

简单的想，既然是电子做圆周轨道运动，那么我们是否可以参照康普顿散射实验

的方法，用光子入射到原子内部去探测轨道呢？答案是不行。通过简单估算可得，为

了分辨氢原子不同轨道之间差异，要求入射光子的频率非常高（波长非常短），甚至

高于氢原子的结合能。这会将电子从原子中打出来，所以无法观测轨道。

徳布罗意物质波和角动量量子化

德布罗意是法国贵族的后裔，生于 年。他善于从历史的观点出发研究自然

科学问题，其最杰出的贡献就是在思考光学史的时候提出了物质波的思想。虽然听起

来非常简单，但不得不说，德布罗意关系实在是观念上巨大的转变。德布罗意仔细考

虑了爱因斯坦的相对论和光量子概念，并把问题倒过来考虑。他提出了一个崭新的现

点：电子不仅是一个粒子，也是一种波，它还有“波长”。这一观点后来为两个美国

物理学家证实，他们在一次实验事故中意外发现了电子产生的衍射，而衍射是典型的

波动特性。德布罗意由于在物质的波动性方面做出了杰出贡献而获得了 年诺贝

尔物理学。

早在爱因斯坦提出狭义相对论之前，人们就已经假设电磁波遵从洛伦兹变换。例

如，时空某点的电磁波和该时空点的洛伦兹变换后的时空点的电磁波相同。 年徳

布罗意将洛伦兹不变性应用到物质波的相位上来得到物质波的波长。这是一个大胆的

假设。在闵氏空间中，坐标和时间形成一个 位置矢量 xµ = (ct, x⃗) 而能量和动量也

形成一个四动量矢量 pµ = (E, p⃗c)。在洛伦兹变换下，洛伦兹矢量是变化的，但洛伦

兹标量保持不变。例如，四动量和自己的标记就是一个标量，

pµpµ = −E2+ p2c2 = −m2c4.

为得到物质波的波长，徳布罗意采用四动量矢量和四坐标矢量的标积

pµxµ/c = −Et+ p⃗ · x⃗

来定义物质波的相位。物质波

ei(p⃗·x⃗−Et)/h̄
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明显是洛伦兹不变的。可以将上述的物质波波函数改写为熟悉的行波

ei(x⃗·⃗k−ωt),

德布罗意假设，有质量的物质粒子也具有波动性，而且波动性和粒子性之间通过普朗

克常数 h 联系起来，

p⃗ = h̄k⃗,

E = h̄ω。

通常把具有一定动量的自由粒子所联系的平面波称为德布罗意波。物质粒子的徳布罗

意波的波长为
2π
λ

=
p
h̄

=⇒ λ =
2πh̄
p

=
h
p
。

这个公式代表了人们在 年之前对量子物理的全部认识，也是旧量子论的鼎峰。

!
事实上，德布罗意开始认为光子满足狭义相对论的能动关系 E = cp，这意味着光子

质量必须非常小。他怀疑，如果可以测量一个能量足够低的光子，就有可能发现光子

的速度小于 c。当然在这一点上，德布罗意完全是错的。但关于光子错误的理解使得

德布罗意认为光子具有一个静止系，促使他研究在光子静止系中粒子性和波动性之间

的关系。这也启发德布罗意猜测所有物质粒子都具有波动性。

德布罗意对玻尔轨道量子化条件的精妙解释

自玻尔提出原子模型后过了 年之久，人们仍然不知道为什么玻尔原子的电子

轨道的角动量只能是普朗克常数的整数倍。但德布罗意提出，如果电子具有波动性，

那么人们就可以设想，电子波函数可以绕电子轨道形成一个驻波，不然电子波函数就

会绕着轨道和自己相干相消了。设电子动量为 p，沿着半径为 r 的轨道运行。为了形

成驻波，要求电子的德布罗意波长应该满足

nλ = 2πr, n = 1,2,3, ...

代入 p = h/λ 可得

2πr = nλ = nh/p =⇒ L = pr = n
h
2π
。

！此“驻波”条件解释了玻尔角动量量子化条件。爱因斯坦是德布罗意的博士

论文的外审专家，他的评语是：“

”。

德布罗意的解释还是依赖于圆形轨道假设（势能是一个常数），但做椭圆轨道运

动的电子的库伦势能是变化的。例如索末菲和德拜所考虑的氢原子中沿椭圆轨道运动
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的电子，它沿着轨道运行时动量要变化，这必然导致电子德布罗意波长也要随之变化，

那么，我们是否还可以用驻波来解释索末菲轨道量子化呢？

玻尔模型的轨道角动量量子化要求电子轨道是圆形的。但人们注意到：电子和原

子核之间的库仑力形式上类似于地球和太阳之间的引力，既然地球绕太阳运行的轨道

是椭圆性，我们有什么道理认为电子的轨道一定是圆形哪？ 年索末菲将玻尔的

圆轨道角动量量子化模型推广到一般性的椭圆轨道情形。
∮

pdq = nh

仅有特定的椭圆轨道才是允许的，在数学上可以严格证明：“每一个允许的椭圆轨道

都必须和已知量子化的圆形轨道具有相同的能量”。这正是玻尔模型可以给出氢原子

所有能级的原因。

当一个体系的哈密顿量 H(qa,pa)，qa 和 pa 分别为广义坐标和正则共轭动量，

q̇a =
.H
.pa

, ṗa = −
.H
.q̇a

.

如果所有的 qa 和 pa 都随时间周期性变化，形成闭合轨道，那么
∮

padqq = nah 。

玻尔 索末菲量子化条件

♣

首先我们要注意到，德布罗意假设所涉及的粒子性和波动性是通过普朗克常数联

系在一起，所以德布罗意波为

ψ德布罗意 ∼ ei(kx−ωt) ∼ ei(px−Et)/h̄,

所以当电子沿着椭圆轨道 ℓ 从 q 运行到 q+ ∆q 时，它的波函数相位（φ）变化为

∆φ = p∆q/h̄。因为椭圆轨道是闭合的（这是因为氢原子具有比 维空间旋转对称性

SO(3) 更高的对称性 SU(2)×SU(2) 造成的），所以我们可以沿着椭圆轨道积分得到

电子绕轨道一周后的相位变化为

∆φℓ =
1
h̄

∮

ℓ
pdq.

“驻波”量子化条件告诉我们，满足 ∆φℓ = n(2π) 的特定轨道才是允许的，并且数学

上可以严格证明：满足量子化条件时沿椭圆轨道运动的电子的能量和沿圆周运动的电

子的能量相等。

使用玻尔 索末菲量子化条件推导在势场 V (x) ∼ a |x|s 中运动粒子的第
n 个能级 En 在 n≫ 1 时对 n 的依赖关系。
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答：玻尔 索末菲量子化条件为

2πnh̄ = 4
∫ xc

0

√
2m(E −V (x)) dx = 4×

√
2mE

∫ xc

0

√
1− axs

E
dx,

其中 E = axsc。定义 y2 =
a
E
xs，则有 x = (Ey2/a)1/s 和

dx =
1
s

(
Ey2

a

) 1
s −1 2Ey

a
dy =

2
s

(E
a

)1/s
y(2−s)/sdy。

所以我们得

4×
√
2mE

(E
a

)1/s∫ 1

0

√
1− y2 y(2−s)/sdy = 2πnh̄,

其中积分结果和能量无关。所以我们得到了能量和量子数 n 的依赖关系为

E(n) ∼ n2s/(s+2)。

在量子力学课程中我们经常遇到如下特例：

谐振子势 s = 2 E(n) ∼ n

库伦势 s = −1 E(n) ∼ 1
n2

无限深势阱 s =∞ E(n) ∼ n2

四次方势 s = 4，E(n) ∼ n4/3

考虑简谐振子情况，

V (x) =
1
2
kx2 =

1
2
mω2x2, (ω =

√
k/m ),

公式（ ）为

8E
√

m
k

∫ 1

0

√
1− y2 dy = 8E

√
m
k
π
4
= 2πnh̄,

从而得

En = nh̄

√
k
m

= nh̄ω。

!
年 也独立将玻尔模型推广到氢原子。

戴维森 葛莫实验和汤姆逊实验

人们对德布罗意的工作持怀疑态度，因为如果电子真的具有波动性，那么就应该

观测到电子的干涉或衍射行为，但从未有实验显示电子的波动性。德布罗意对此指

出，“正如光波在日常生活或者几何光学实验中仅仅表现出粒子性一样，电子的波动

性在宏观大尺度上会减弱，甚至无法观测到，例如电子在云雾室里留下轨迹；但在原

子尺度上当电子德布罗意波长接近或大于电子运动的空间尺度时，电子的波动性就会
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表现显著”。总而言之，物质粒子的波动性仅仅在其德布罗意波长和仪器的特征长度

相若时才会显著地表现出来。

下面我们具体计算各种物质的德布罗意波长。质量为 m0，动能为 T 的粒子满足

E = TK +m0c
2

E2 = (TK +m0c
2) =m2

0c
4+ p2c2,

可得

λ =
h
p
=

hc
√
TK (TK + 2m0c2)

= 2π
197.3MeV · fm

√
TK (TK + 2m0c2)

= 2π
197.3MeV · fm
√
2m0c2TK

=
h

m0v
.

在第一行公式的最后一步我们用到 TK ≪m0c2。直接计算可得，

宏观物质微粒的波长 < 10−10 ，

电子波长 ≈ 1 ，

氧原子波长 ≈ 0.4 。

一颗子弹的质量约为 ，速度约为 ，它的波长约为

λbullet =
h
mv

=
6.626× 10−34Joule · s

0.1kg× 900m/s
= 7.4× 10−36m。

显然，子弹的德布罗意波长要远远小于电子的波长，所以日常生活中不需要考虑子弹

的波动性。但我们不妨想象一下，子弹波动性显著的世界应该是什么样的？

在高温或低密度时，气体分子（或原子）可视作为沿着经典轨道运动，所以气

体行为可以用经典统计力学描述。但在低温或高密度情况下，气体分子的量子效应

会变得显著了，特别是，当气体分子的德布罗意波长（λ）和气体原子运动的粒间平

均距离（d）接近时，经典统计力学就失效了。设气体粒子数密度是 n，自由程约为

d ∼ n−1/3。λ≪ d 时，经典物理适用；λ ∼ d 时，量子效应显著。当气体分子处于热

力学平衡态时，根据热力学能均分定理可知，气体分子的每一个自由度都对应于平均

动能 kBT/2，所以我们有

E =
p2

2m
=

1
2
kBT =⇒ p =mkBT =⇒ λ =

2πh̄√
mkBT

。

（ ）以氮双原子分子 N2（质量 m ∼ 28u）为例，它在室温（T = 300k）下的德

布罗意波长为 λ ∼ 0.45 。在一个大气压下，patm = nkBT ∼ 105N/m2，所以可得

n ∼ 2.4× 1025m−3 或者 d = n−1/3 ∼ 35 。因为 d ≫ λ，所以室温下氮双原子分子可

以按经典粒子对待。

（ ）在许多物理模型中，金属中的导电电子可视作为气体。电子质量远远小于

氮双原子分子质量，M/me ∼ 5.18 × 104，所以自由电子的德布罗意波长为 λe ∼√
M/m)eλN2 ≈ 225λN2 ∼ 100 。大密度固体的粒间平均距离要小。考虑每个原子平
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第 章 经典物理失效和旧量子论的诞生

均具有少量的导电电子，导电电子的密度一般为 ne ≈ (1− 10) × 1028m−3，所以得到
d = n−1/3 ≈ 2− 5 ≪ λe，此时量子效应显著。

年 月，美国贝尔实验室发生了一次实验事故。克林顿 戴维森（

）和葛莫（ ）试图寻找改善真空管的方法。他们仔细观测真空管

内电子枪射出的电子和镍金属板的散射过程。当进行实验时，旁边的一个用于吸收多

余气体的碳阱管爆炸了，将其中一个真空管炸破，氧气非常迅速地进入真空管内。因

为镍金属板非常热，所以它立即就氧化了。这块镍金属板就无法再使用了。他们在氢

原子气中加热这块镍金属板后再放入真空中，进行长时间净化，镍金属板看起来非常

好，他们重新开始实验。但出乎他们意料的是，电子散射的模式完全不同于事故之前。

他们仔细研究镍金属板，发现原先的镍金属板是杂化的晶体（镍金属晶格任意分布），

但经过长时间净化处理后，镍金属形成一个大的整齐排列的晶格。这种全新的电子散

射模式来源于入射电子波函数和镍金属晶格之间发生的干涉作用。

戴维森和葛莫在他们发表的文章 中写道：“

”

年在戴维森和葛莫发表了研究成果后不久，小汤姆逊（

， 的儿子）发表了他对电子衍射实验的独立成果。像劳厄使

射线能透过一块晶体那样，小汤姆逊用快速电子穿过金属箔得到了电子衍射图像，

此图像和劳厄的 射线衍射图像一样，并严格遵从德布罗意理论。小汤姆逊的电子

衍射实验原理是：电子束经高达上万伏的电压加速，能量相当于 ～ ，电

子有可能穿透固体薄箔，直接产生衍射花纹，不必像戴维森的低能电子衍射实验那

样，要靠反射的方法逐点进行观测，而且衍射物质也不必用单晶材料，可以用多晶体

代替。因为多晶体是由大量随机取向的微小晶体组成，沿各种方向的平面都有可能满

足布拉格条件，所以可以从各个方向同时观察到衍射，衍射花纹必将组成一个个同心

圆环，和 射线德拜粉末法所得衍射图形类似。为了说明观察到的现象正是电于衍

射，而不是由于高速电子碰撞产生的 射线衍射，小汤姆逊用磁场将电子束偏向一

方，发现整个图象平移，保留原来的花样。由此肯定是带电粒子的射线，而不是 射

线。接着，小汤姆逊和他的同事对高速电子衍射进行了一系列的实验，进一步得到了

电子衍射的衍射花样，从而比戴维森更为直接地对电子衍射做出了验证。

年戴维森和小汤姆逊分享诺贝尔物理学奖，获奖原因是

。迄今为止，人们已经在较大

的原子（例如中子、氦原子、氢分子）的实验中观测到了德布罗意波干涉效应。



曹
庆
宏

讲
义
草
稿

请
勿
传
播

德布罗意波包

年 等人 用碳 （ ）分子穿过栅极发生干涉，并且实验支持每一

个 分子都是和自己干涉的。 分子分子直径约为 7.1 ，密度是 1.68g/cm3，

基本上可近似地视作为一个经典宏观对象。

!
真是奇妙的命运交织，波粒二相性在汤姆逊家族体现出来。汤姆逊父子都因为电子

获得了诺贝尔奖，但极具戏剧性的是：父亲因为发现电子的粒子性获奖，儿子是因为

电子的波动性获奖。　　

德布罗意波包

波包和不确定关系

态叠加原理

德布罗意波包和不确定关系

虽然德布罗意用物质波很好地解释玻尔 索末菲量子化规则，而且戴维森 葛莫

实验也确凿无疑地证实电子具有波动性，但我们知道有时候电子确实像一个粒子。因

为电子具有质量和电荷，它可以缓慢运动，可以通过探测器直线传播。实验上我们每

次都探测到一个完整的电子。那么，电子的粒子性和波动性之间有什么关系吗？

如果简单地认为电子同时具有粒子性和波动性，那么我们可以写出粒子属性和波

动属性之间的关系
1
2
mv2e = E = hν, mve = p = h/λ。

我们可以得出电子物质波的速度（v波）为

v波 = λν =
h

mve
· mv2e
2h

=
ve
2
,

也即是说，电子物质波的传播速度只是电子粒子速度的一半而已。那么，电子的波动

性和粒子性怎么可能结合在一起哪？上述计算什么地方错了哪？

为了回答这个问题，让我们仔细思考一下真空管内传播的电子波函数。整个物理

过程是阴极辐射的电子在真空传播一段距离后打到栅格上。首先，在电子传播过程

中，电子仅仅存在于空间某个小局域内，所以电子波函数仅仅在这个小局域空间内才

不为零，但在已经走过的空间和未曾到达的空间处电子波函数为零。另一方面，如果

电子具有确定的能量和动量（p），那就意味着电子具有确定的波长。具有单一确定波

长（λ）的电子波函数为平面波

ψ(x, t) = Aei(kx−ωt),

。



曹
庆
宏

讲
义
草
稿

请
勿
传
播

第 章 经典物理失效和旧量子论的诞生

其中 k = 2π/λ 和 ω = 2πν。因为平面波覆盖全部空间（从 x = −∞ 到 x =∞），所
以平面波无法描述定域的电子。

为了得到描述局域电子，我们必须将不同波长的波叠加在一起，这就是徳布罗意

“波包”（ ）。例如，考虑波长（频率）稍稍不同的两个波的叠加，

sin [(k −∆k)x − (ω −∆ω)t] + sin [(k+∆k)x − (ω+∆ω)t]

= 2sin(kx −ωt)cos [(∆k)x − (∆ω)t] ,

其中第一项表示叠加后一个波是以两个分波频率平均值进行振荡传播，而这个波的振

幅受到缓慢变化的第二项的调制。这个缓慢调制在 π/∆k 尺度的空间范围内进行振
荡。在经过 π/∆k 距离之后，初始波的相位关联就完全失去了，但又经过 π/∆k 距
离后相位关联又出现了。这样，频率接近的两个波的叠加就将原来各自连续的波分解

成一些列的波包。为了描述在空间中运动的单个电子，我们需要一个波包。这需要我

们将波长连续分布的很多个波叠加起来。为了使波包外的波相干相消，我们要求波数

变化在 ∆k ∼ k 范围之内。这样，整个波包的分布在距离中心值为 π/∆k 处就相干相
消了。又因为波包是由不同波长的许多个波组成的，所以它们再也不会出现相干相长

的。

波包也可以解释我们刚才观测到得波速和电子速度不相等的佯谬。问题的症结在

于电子的德布罗意波的群速度和相速度不相等，正如水波或介质中电磁波。叠加后波

包的第一项 sin(kx −ωt) 的速度为相速度，

v相 =
ω
k
=

ve
2
,

包络线的速度为描述波包整体的运动的群速度，

v群 =
∆ω
∆k

=
h̄∆ω
h̄∆k

=
dE
dp

=
d(p2/2m)

dp
=

p
m

= ve ,

所以波包传播速度等于电子的速度，但波包峰值的速度是电子速度的一半。

刚刚我们看到，为了构造局域化的电子波包，波包中各个分波必须有非常快的相

位差。这就意味着各个分波的波长不能太接近。下面我们以两个拍频波叠加为例来半

定量性地估算电子波包中各分波波长的分布。考虑在区域 ∆x 中的波包（即此波包的

两个最小值之间距离约为 ∆x），设其各分波的波数位于 ∆k 区域内，那么，∆x ∼ π/∆k
或 ∆x∆k ≈ π ≥O(1)。所以，将不同波长的波通过干涉效应形成波包时，此波包局限

在 ∆x 空间内的程度是反比于各个波的波数上的范围 ∆k。因为 p = h̄k，所以波数和

空间位置的展宽为 ∆k = 2π∆p/h 和 ∆x ∼ π/∆k ∼ h/∆p，这里我们丢掉了一个引子
，所以

∆x∆p ∼ h。

德布罗意波包已经暗含着一个非常重要的信息——量子世界中存在永远无法同时精确

测量的两个（或多个）物理量。这就是海森堡 年正式提出的测不准原理——更

准确的说法是不确定关系。这也是量子力学与经典物理不同之处。

我们在后面课程还会严格推导海森堡不确定关系，现在先看一下它的应用。
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德布罗意波包

测量客体的动量若有一个不确定度 ∆px（即客体动量在这区域中得概率最大），

则我们在同时不可能预它的位置比 h̄/∆px 更精确，即同一时刻测量动量和位
置，其不确定度必须满足

∆x ·∆px ≥
h̄
2
。

海森堡的不确定关系（又名测不准原理）

♣

原子稳定性

虽然玻尔模型非常成功，但它无法解释原子能级的稳定性。海森堡的不确定关系

保证了物质的稳定性，它解决了由原子核和电子构成子的经典物理行星模型的不稳定

问题。以氢原子为例，库仑势场为 V (r) = −e2/r，运动平衡条件是

mev2

r
=

e2

r2
,

由此给出电子能量是

E =
p2

2m
+V (r) = −1

2
e2

r
.

明显这个能量是没有下限的，它可以是 −∞，对应于 r → 0（电子塌缩到原子核上）。

又因为电子辐射，所以经典物理理论无法解释原子的稳定性。但不确定关系可以帮助

我们。令 ⟨r⟩ 是质子和电子之间的平均距离，这个距离标记了电子位置的不确定性。
库仑势能的量级为 e2/ ⟨r⟩。从不确定关系知，电子动能应该满足

TK ≥
h̄2

2me ⟨r⟩2
。

电子总能量为

E ≥ h̄2

2me ⟨r⟩2
− e2

⟨r⟩ ,

是有下限的，其最小值为

Emin = −mee2

2h̄2
= −13.6 eV,

⟨r⟩ =
h̄2

mee2
∼ 0.53× 10−10m.

注意，我们这里的计算并不严格，在后面课程中我们还会讲解精确计算。

我们可否“看到”原子内部？

简单起见，我们设原子内部的电子轨道是圆形的。注意，电子轨道的概念是完全

错误的，因为不确定关系告诉我们无法同时确定位置和动量。但这里我们仅仅采用此

模型做事例说明不确定关系的应用。如果我们想确定电子是处于第 n 条轨道或临近
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的 n+ 1 轨道，那么入射光子的波长必须小于两条轨道的半径之差，否则光子会同时

看到两条轨道，也就不妨区分这两条轨道了。这要求

λ≪ rn+1 − rn =
h̄

meαc

[
(n+ 1)2 −n2

]
≃ h̄
meαc

n,

这里我们忽略 2π 因子，因为它不会影响数量级估算。入射光子要和电子相互作用，

否则就无从谈及测量了，它传递给电子的动量为

pγ ∼
h
λ
≫ meαc

n

从而它传递给电子的能量为

∆E ∼ p∆p
me
≃
ppγ
me
≫ me(αc)2

n2︸!!!!︷︷!!!!︸
电子束缚能

.

具有高分辨率的光子不可避免地要将电子从原子中轰炸出来，也无法测量轨道了。量

子世界中我们是无法“看到”原子内部的。

态叠加原理

波包和傅里叶变换

量子力学中，粒子可以用波包描述。在很多情况下，我们希望制备一个具备粒子

性和波动性的量子态，在不确定关系允许的条件下使这个量子态局域化，使其非常接

近经典物理中的粒子——在一定不确定范围内具有轨道和动量。这要求此波包的德布

罗意波仅仅在粒子轨道附近不为零，远离轨道处为零。同时还要满足

波函数的空间尺度远小于实验装置的特征长度，

动量的不确定性比平均动量小很多。

同时满足以上两点的波包称作为局域化的波包（ ）。在本节中我

们讨论一下（ ）如何形成波包；（ ）波包如何在空间中运动；（ ）量子和经典的链

接；（ ）波包发散和不发散的条件。

构造波包

波包的构造是通过将一组波长略微不同的波进行叠加，选择它们的相位和振幅

（φ(k)）使得它们仅仅在中心值 k0 附近的小 ∆k 范围内具有相同符号，从而达到相干

相长。前面我们以两个平面波叠加作为示例，但仅有两个平面波的叠加并不会产生局

域波包，因为叠加后的波还是周期性波，从 −∞ 到 +∞ 传播。现在我们以多个余弦
波的线性叠加为例，看一看是否可以构成在无穷远处为零的局域波包。
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波包和傅里叶变换

图 ψN (x) 的线性叠加，其中分别选取 N = 2,4,8,16 为例说明增加 N 时 ψN (x)

更加局域分布。

考虑波数如下所示的余弦波的线性叠加，

kn =
nK
N

, 其中 n = −N ,−(N − 1), · · · , (N − 1),N .

为简单起见，我们设这些波数均匀分布在 (−K ,K) 区间内，即每个波的权重为 1/N。
这 个波叠加结果是

ψN (x) =
1
N

n=+N∑

n=−N
cos

(nKx
N

)
=

1
N

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝1+ 2

N∑

n=1

cos
(nKx

N

)⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=
1
N

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝1+

2cos
[
Kx
2 (1+ 1

N )
]

sin
(
Kx
2N

) sin
(Kx
2

)
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

容易验证，ψN (x) 任然是 x 的周期函数，它的空间周期为 TN = 2πN/K，所以当
N →∞时，TN →∞，这意味着 ψN (x) 可以是局域分布的，如图 所示。令 N →∞，

ψ(x) = lim
N→∞

ψN (x) = lim
N→∞

2cos
[
Kx
2 (1+ 1

N )
]

N sin
(
Kx
2N

) sin
(Kx
2

)
=

2sin(Kx)
Kx

.

为了实现平面波在大 |x| 处想干相消，我们必须使用不可数（连续的）波数集合——
傅里叶变换。

波包和傅里叶变换

考虑一维的波包，

ψ(x, t) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
φ(k)ei(kx−ωt)dk,

ψ0(x) = ψ(x, t = 0) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
φ(k)eikxdk,
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其傅里叶变换为

φ(k) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
ψ0(x)e

−ikxdx.

φ(k) 是在波数或动量空间的波包的调制函数。了解 φ(k) 可以帮助我们更好地理解波

包在衍射或干涉实验中的行为。下面我们简要介绍一下如何得到 φ(k)，同时讲解一

个数学工具——狄拉克 δ 函数。

为了得到公式 ，我们在公式 两边同时乘以 exp(−ik′x)/
√
2π 并对

x 积分，

1√
2π

∫ +∞

−∞
ψ(x)e−ik

′xdx =
1
2π

∫ +∞

−∞
dx

∫ +∞

−∞
φ(k)eikxe−ik

′xdk

=

∫ +∞

−∞
dkφ(k)

[
1
2π

∫ +∞

−∞
ei(k−k

′)xdx

]

=

∫ +∞

∞
dkφ(k)δ(k − k′)

?
= φ(k′).

在上边推导中我们定义了狄拉克 δ 函数

δ(k − k′) ≡ 1
2π

∫ +∞

∞
ei(k−k

′)xdx,

同时要使得公式 中的等式成立，δ(k −k′) 必须从连续积分中“挑选”出 k = k′

处的 φ(k) 值，所以 δ 函数必须满足如下所示关系
∫ +∞

−∞
φ(k)δ(k − k′)dk = φ(k′)。

为了研究 δ 函数的性质，我们不妨令 k′ = 0，即

δ(k) =
1
2π

∫ +∞

−∞
eikxdx.

显然 δ 函数并不是传统意义上的函数，因为

δ(k) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
2π

∫ +∞

−∞
1dx =∞ 当k = 0

1
2π

∫ +∞

−∞
[cos(kx) + i sin(kx)]dx = 0 当k ! 0

当 k ! 0 时 δ(k) = 0 是因为 sin(kx) 和 cos(kx) 的积分由于三角函数的振荡性质相互

抵消。

下面我们构造辅助函数 δϵ(k) 来对 δ(x) 做更严格地研究。定义 δϵ 为

δϵ(k) ≡
1
2π

∫ +∞

−∞
e−ϵx

2
eikxdx =

1
2π

√
π
ϵ
e−k

2/4ϵ,
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使得

lim
ϵ→0

δϵ(k) = δ(k).

当 ϵ→ 0 时，

δϵ(k) ∝

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1√
ϵ
→∞ 当k = 0,

1√
ϵ
e
−k2
2ϵ → 0 当k ! 0.

图 中显示了 δϵ(k) 在小 ϵ 极限下的奇异行为。

对 δϵ(k) 进行积分可得

∫ +∞

−∞
δϵ(k)dk =

1
2π

√
π
ϵ

∫ +∞

−∞
e−k

2/4ϵdk =
1√
π

∫ +∞

−∞
e−q

2
dq = 1,

即 δϵ 函数下的总面积为 ，所以我们取

∫ +∞

−∞
δ(k)dk = lim

ϵ→0

∫ +∞

−∞
δϵ(k)dk = 1.

此外， ∫ +∞

−∞
kδ(k)dk = lim

ϵ→0

∫ +∞

−∞
kδϵ(k)dk = 0.

利用上述的各种 δ 函数性质，我们得到
∫ +∞

−∞
φ(k)δ(k − k′)dk =

∫ +∞

−∞
φ(q+ k′)δ(q)dq

=

∫ +∞

−∞

(
φ(k′) + qφ′(k′) +

q2

2
φ′′(k′) + · · ·

)
δ(q)dq

= φ(k′)
[∫ +∞

−∞
δ(q)dq

]
+φ′(k′)

[∫ +∞

−∞
qδ(q)dq

]
+ · · ·= φ(k′)

2.4 INVERTING THE FOURIER TRANSFORM 49

Figure 2.9. Limiting behavior of δϵ(k) in
Eqn. (2.49); the dashed (solid, dotted) curves
correspond to ϵ = 0.1 (0.01, 0.001) respectively.
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in much the same way that

+∞
∑

i=−∞
δi,j = 1 (2.54)

(One can (very loosely) say that δ(k = 0) = 1/dk where dk is the infinitesimal
unit of measure.) We can also derive results such as

∫ +∞

−∞
k δ(k) dk = lim

ϵ→0

∫ +∞

−∞
k δϵ(k) dk = 0 (2.55)

and related ones involving higher powers of k. Using these results we can now
argue that

∫ +∞

−∞
A(k) δ(k − k ′) dk

=
∫ +∞

−∞
A(q + k ′) δ(q) dq

=
∫ +∞

−∞

(

A(k ′) + qA′(k ′) + q2

2
A′′(k ′) + · · ·

)

δ(q)dq

= A(k ′)
[∫ +∞

−∞
δ(q) dq

]

+ A′(k)

[∫ +∞

−∞
q δ(q) dq

]

+ · · ·

= A(k ′) (2.56)

where we have changed variables to q = k − k ′ and expanded A(k) in a Taylor
expansion around k = k ′. This is the desired property of the Dirac δ-function
and shows that A(k) and f (x) are indeed related by Eqns (2.40) and (2.41).

The similarity of a spatial waveform and its Fourier transform in terms of
their information content can be seen in other ways. Since we often consider

图 δϵ(k) 的极限行为
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其中我们重新定义 q = k−k′，并且将 φ(k) 在 k = k′ 附近做泰勒级数展开。利用 δ 函

数性质我们可以推到出坐标空间波函数和波数空间（或动量空间）波函数的相似性：
∫ +∞

−∞

∣∣∣ψ(x)
∣∣∣2dx =

∫ +∞

−∞
ψ∗(x)ψ(x)dx

=

∫ +∞

−∞
dxψ∗(x)

(
1√
2π

∫ +∞

−∞
φ(k)eikxdk

)

=

∫ +∞

−∞
φ(k)dk

(
1√
2π

∫ +∞

−∞
ψ∗(x)eikxdx

)

=

∫ +∞

−∞
φ(k)dk

(
1√
2π

∫ +∞

−∞
ψ(x)e−ikxdx

)∗

=

∫ +∞

−∞
φ(k)φ∗(k)dk

=

∫ +∞

−∞

∣∣∣φ(k)
∣∣∣2dk,

上式是帕斯维尔 定理的特殊情况，意味着模方守恒。

平方可积函数的标积在傅里叶变换中保持不变，

∫ +∞

−∞
ψ∗1(x)ψ2(x)dx =

∫ +∞

−∞
φ∗1(k)φ2(k)dk .

帕斯维尔 定理

♣

!
δ 函数有被称作为狄拉克 函数，是用英国物理学家

命名的。狄拉克在 年发表的经典文献 和 年的经典著作《量子力学原理》

中提出了 δ 函数，狄拉克的定义是

δ(x) = 0 x ! 0
∫
δ(x)dx = 1.

通过上面讨论我们可以看出：忽略数学上的严格性，δ 函数在处理物理问题时是非常

有用的，所以你会觉得很奇怪，在狄拉克之前没有人想到这个函数。事实上

在 年 月 日的英国刊物《 》 发表一篇文章的算子

演算中，引入了脉冲函数 p1

p1 p = d/dt 1= Θ(t),

“ ”

“

”
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其中 Θ(t) 是 函数或阶跃函数（Θ(t) = 0 t < 0 Θ(t) = 1 t > 0

Θ(0) = 1/2。）在 年的 月 日， 将有限间隔（L）傅里叶级数

展开的间隔 L 取无穷大极限 L→∞ 得到

u =
1
π

∫ ∞

0
cos[s(y − x)]ds

并指出“它的含义是仅在 y = x 处存在的单位脉冲”。

δ 函数的历史还可以追溯到 世纪早期 。柯西和泊松以及后来的厄米都在傅

里叶积分定理的证明过程中在双重积分中使用了函数 D1

D1(t) = lim
λ→∞

λ
π(λ2t2+ 1)

,

并在计算结尾取 λ→∞ 极限。在 世界下半叶基尔霍夫，开尔文和亥姆赫兹也使

用过

D2(t) = lim
λ→∞

λ√
π

exp(−λ2t2).

虽然这些函数的尖峰行为都预示着 δ 函数，但 和狄拉克才真正给出 δ 函数

明确的定义。

δ 函数和狄拉克联系在一起的主要原因在于狄拉克于 年 年期间发表

的经典巨作《量子力学原理》。该书影响深远，是人们了解和学习量子力学的必读之

物。虽然狄拉克知道 的脉冲函数，但他并没有在书中引用或提及

的工作。这丝毫都不奇怪，因为狄拉克的书几乎没有什么引文。新生代物理学家们都

是从狄拉克书中学到量子力学，对 的工作了解甚少甚至一无所知。科学家

们总是向前看，从不向后看。 年或 年对于科学发展来说可能不是一个很长的时

间，例如黑体辐射测量进行了将近半个世纪，但 年时间对于科学家来说意味着一

生或两代人，从知识结构上看甚至是四代人！

用人名命名的科学发现（定律、规则、预言等），通常都不是以真正的发明者

来命名的。（

）

自然科学史的第零定律（数学界的 原理）

♣

线性色散关系

假定 φ(k) 是在 k0 附近的窄峰（例如一个动量恒定的自由粒子），

φ(k) = g(k − k0),
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那么在小 ∆k 范围内，波包能量 hω(k) 可以用 ω(k) 在 k0 附近的泰勒级数描述，

ω(k) = ω(k0) + (k − k0)
(
dω
dk

)

k0

+ · · ·

= ω(k0) + (k − k0)vg + · · · ,

其中 vg 描述波包整体运动速度。

我们先讨论线性的波包色散关系，ω(k) = v0k。这对光波严格成立 ω = ck。在

极端相对论情况下，线性色散关系对有质量粒子也是一个非常好的近似。这意味着

φ(k) 非常狭窄，仅在 k0 附近不为零，

ω(k) = ω(k0) + (k − k0)vg +O(k2).

此时波包将保持形状进行传播，

ψ(x, t) =
1√
2π

eik0(x−vpht)
∫ +∞

−∞
dk g(k − k0)ei(k−k0)(x−vg t)

= eik0(x−vpht)ψ(x − vgt,0) = eik0(x−vpht)ψ0(x − vgt).

因为 |ψ(x, t)|2 = |ψ0(x − vgt)|2，所以此时波包沿着 +x 方向传播，并且在任意时刻都

和原始时刻相同。

非线性色散关系

当色散关系的非线性项（例如在 ω(k) 的泰勒级数展开中 k2 项）不可忽略时，波

包就会展现出量子效应。原因是波包中不同部分的群速度因为非线性项的存在而变得

不同。将波包分解成不同组分，这些组分的运动速度存在细微差异。随着时间的积累，

原来在空间上非常接近的不同组分沿着粒子轨道将移动不同的距离，这将导致波包不

可避免地弥散开来，彻底改变波包的形状。

ω(k) = ω(k0) + (k − k0)
(
dω
dk

)

k0

+
1
2
(k − k0)2

(
d2ω
dk2

)

k0

+ · · ·

= ω(k0) + (k − k0)vg + (k − k0)2α+ · · · ,

其中 vg 描述波包整体运动速度，而 k2 项

α ≡ 1
2

(
d2ω
dk2

)

k0

=
1
2

(
dvg
dk

)

k0

描述波包整体运动速度的弥散。对于自由粒子，

vg =
p
m

=
h̄k
m

, α =
1
2
dvg
dk

=
h̄
2m
。
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将 ω(k) 的展开式代入到波包公式中得

ψ(x, t) =
1√
2π

e
ik0

(
x−ω(k0)k0

t
)

×
∫ +∞

−∞
dk g(k − k0)ei(k−k0)(x−vg t)e−i(k−k0)

2αt+···

=
1√
2π

eik0(x−vpht)

︸!!!!!!!!!!!!!︷︷!!!!!!!!!!!!!︸
单频谐振波

∫ +∞

−∞
dk g(k − k0)ei(k−k0)(x−vg t)e−i(k−k0)

2αt ,

其中最后一步我们忽略 O(k3) 项。

如果波包并不仅仅分布在 k0 附近的狭窄空间内，而是具有一定宽度 ∆k，即

k ∈ (k0 −∆k，k0+∆k)，那么我们必须考虑 ω(k) 展开式中的高级项。定义

q ≡ k − k0 ∈ (−∆k,∆k),

波包函数为

ψ(x, t) = eik0(x−vpht)
1√
2π

∫ +∞

−∞
dk g(k − k0)ei(k−k0)(x−vg t)e−i(k−k0)

2αt

= eik0(x−vpht)
1√
2π

∫ +∞

−∞
dq g(q)eiq(x−vg t)e−iq

2αt

= eik0(x−vpht)
1√
2π

∫ +∞

−∞
dq g(q)eiq[x−(vg−qα)t]。

从上式中可以看出，qα 表示群速度沿波矢扩散的程度，vg → vg − qα。假设 α ≃常数
（自由运动的非相对论粒子满足这个假设），那么群速度在 q ∈ (−∆k,∆k) 区间上扩散
的最大程度为

(qα)Max ≈ ±∆kα ≈ ±∆k
1
2

(
dvg
dk

)

k0

≈ ±∆vg .

我们注意到，波包的峰值是由傅里叶积分中的 x−vgt ≈ 0处所主导的，所以如果 ω(k)

的泰勒级数展开的第二项满足如下条件

q2αt ≈ (∆k)2αt≪ 1

那么波包扩散就是非常小的。我们定义一个特征时间尺度

τ0 ≡
1

α(∆k)2
,

则有

q2αt ≈ t
τ0

.

当 t >∼ t0 时，波包扩散开始变得显著。
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高斯波包

下面我们以高斯波包为例讨论它的具体扩散行为。高斯波包定义为

φ(k) =

(
a2

2π

)1/4

e−
a2
4 (k−k0)2,

所以有

ψ(x, t = 0) =
1√
2π

(
a2

2π

)1/4∫ +∞

−∞
e−

a2
4 (k−k0)2+ikxdk,

=

(
a2

2π

)1/4

e−x
2/a2

︸!!!!!!!!!!!!!︷︷!!!!!!!!!!!!!︸
调制振幅

eik0x.

我们看到高斯波包经过傅里叶变换后的形式还是高斯波包。

因为

− a2

4
(k − k0)2+ ikx = −

[
a
2
(k − k0)2 −

ikx
a

]2
− x2

a2
+ ik0x

定义 y = a
2(k − k0)− ikx/a，则 dk = 2

ady，代入波包公式可得

ψ0(x) =
1√
2π

(
a2

2π

)1/4∫ +∞

−∞
e−

x2

a2 eik0xe−y
2 2
a
dy

=
1√
π

(
a2

2π

)1/4

e−x
2/aeik0x

∫ +∞

−∞
e−y

2
dy

︸!!!!!!!!!︷︷!!!!!!!!!︸
√
π

图 显示高斯波包在坐标空间（左图）和动量空间（右图）的分布，其峰值位置

分别为 x = 0 和 k = k0。通常人们定义高斯波包的半宽度 ∆x 和 ∆k 为满足如下条件

∣∣∣ψ(±∆x,0)
∣∣∣2

∣∣∣ψ(0,0)
∣∣∣2

= e−1/2,

∣∣∣φ(k0 ±∆k,0)
∣∣∣2

∣∣∣φ(k0)
∣∣∣2

= e−1/2.

我们从上式中得到

∆x =
a
2
, ∆k =

1
a
,

从而有

∆x∆k =
1
2

=⇒ ∆x∆p =
h̄
2
.
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图 高斯波包分布，其峰值位置分别为 x = 0 和 k = k0。

明显高斯波包是满足不确定关系的最低下限的。

位置 x 的不确定性 ∆x 严格定义是 x 的均方差，

∆x =
√〈

x2
〉− ⟨x⟩2 =

√〈
x2

〉
, ∆k =

√〈
k2

〉− ⟨k⟩2 =
√〈

x2
〉
.

所以，

(∆x)2 =
〈
x2

〉
=

∫ +∞

−∞
x2

( 2
πa2

)1/2
e−2x

2/a2dx =
a2

4

=⇒ ∆x =
a
2
.

同理可得 ∆p = h̄∆k =
h̄
a
。

现在考虑高斯波包随时间的演化情况。将高斯波包的定义式——公式

——代入到含时波包函数（公式 ）中得

ψ(x, t) =
1√
2π

(
a2

2π

)1/4

eik0(x−vpht)
∫ +∞

−∞
e

[
iq(x−vg t)−

(
a2
4 +iαt

)
q2

]

dq .

定义 β ≡ a2/4+ iαt，则有

iq(x − vgt)−
(
a2

4
+ iαt

)
q2 = −β

[
q2 −

i(x − vgt)
β

q

]

= −β
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(
q −

i(x − vgt)
2β

)2
−
(
i(x − vgt)

2β

)2⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= −β
(
q − i

2β
(x − vgt)

)2
− 1
4β

(x − vgt)2.

所以，

ψ(x, t) =
1√
2π

(
a2

2π

)1/4

eik0(x−vpht)e
−
(x−vg t)2

4β
∫ +∞

−∞
e
−β

[
q− i

2β (x−vg t)
2
]

dq.
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利用积分公式
∫ +∞

−∞
e−β(q+δ)

2
dq =

√
π
β
其中 β,δ 是复数而且 Re(β) > 0,

可得

ψ(x, t) =
1√
2π

(
a2

2π

)1/4

eik0(x−vpht)e
−
(x−vg t)2

4β
√
π
β

=
1

√
β

(
a2

8π

)1/4

eik0(x−vpht)e
−
(x−vg t)2

4β .

因为 β 是复数，我们可以将其写作为模和相角的形式

β =
a2

4

(
1+ i

4αt
a2

)
=

a2

4

√

1+
16α2t2

a4
eiθ , θ = arctan

(4αt
a2

)
,

这样就有

1
√
β

=
2
a

(
1+

16α2t2

a4

)−1/4

e−iθ/2,

带入到波包函数中，

ψ(x, t) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
2
a

(
1+

16α2t2

a4

)−1/4

e−iθ/2
⎤
⎥⎥⎥⎥⎦e

ik0(x−vpht) ×
(
a2

8π

)1/4

e
−

(x−vg t)2
(a2+i4αt)

=
( 2
πa2

)1/4 (
1+

16α2t2

a4

)−1/4

e
i
[
k0(x−vpht)−θ2

]

e
−

(x−vg t)2
(a2+i4αt)

现在求解高斯波包的模方（我们很快就会了解这样做的原因），

∣∣∣ψ(x, t)
∣∣∣2 =

√
2
πa2

(
1+

16α2t2

a4

)−1/2

e
−
2a2(x−vg t)2
a4+16α2t2

=
1√
2π

1

a
2

√

1+
16α2t2

a4

e

−
(x−vg t)2

2

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
a
2

√

1+16α2t2

a4

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

2

=
1√
2π

1
∆x(t)

e
−
(x − vgt)2
2[∆x(t)]2 ,

其中

∆x(t) =
a
2

√

1+
16α2t2

a4
= ∆x0

√

1+
16α2t2

a4
= ∆x0

√

1+
(
t
τ0

)2
,

τ0 ≡
a2

4α
=

(∆x0)2

α
=

2m(∆x0)2

h̄
.
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普朗克常数——量子化的作用量

图 高斯波包随时间演化

当 t = 0 时，高斯波包的模方为

∣∣∣ψ(x,0)
∣∣∣2 =

1√
2π

1
∆x0

e
− x2

2(∆x0)2 , ∆x0 =
a
2
.

在 t 时刻，弥散的高斯波包为

∣∣∣ψ(x, t)
∣∣∣2 =

1√
2π

1
∆x(t)

e
−
(x−vg t)2
2[∆x(t)]2 ,

图 显示高斯波包随时间演化：波包的峰位置以群速度 vg 向右方传播，峰高度

按照函数 1/(
√
2π∆x(t)) 变化。当 t→∞ 时，峰高趋于零，同时波包的宽度随时间

线性增加

∆x(t) = ∆x0

√

1+
( t
τ

)2 t≫τ
==⇒ ∆x0

( t
τ

)
.

对于电子，∆x0 ∼ 1 ，τ ∼ 1.7 × 10−16s。质量 克的宏观微粒，∆x0 ∼ 1mm，τ ∼
2 × 1025s ≫ 宇宙年龄 ∼ 4.7 × 1017s。按照玻尔模型，电子绕氢原子一周时间约为
10−16s，所以波包无法描述氢原子的电子。显然，电子波包非常地扩散，一个 的

电子在运行 米后其波包宽度将扩散 109 倍，但现实生活中我们没有观测到任何

“胖”电子，不管什么时候什么实验我们都观测到点电子——电子的半径、质量密度、

电荷密度都没有变化。这些实验事实告诉我们，我们构造描述局域电子的波包函数和

电子的物理属性没有任何关系，那么德布罗意波到底是什么波，它有什么物理意义？

普朗克常数——量子化的作用量

自从爱因斯坦指出光波粒子性和德布罗意发现电子波动性后，粒子和波动的百年

战争戏剧性地结束了。在这场战争中，无数的物理大牛小牛中牛不牛都赤膊上阵，打

得头破血流，结果发现敌我双方居然是友军。电子既是粒子又是波。神奇的大自然选
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择了一个常数——普朗克常数——来联系波粒二象性，

E = h̄ω, p⃗ = h̄k⃗,

同时普朗克常数还为微观尺度上设置了一个测量精度的下限

∆x∆p ≥ h̄
2
。

普朗克常数具有经典物理中作用量的量纲

[h] = [作用量（ ）] = [L]× [P ] = [J ] = [E]× [T ],

其中

[L] ≡ [长度], [P ] ≡ [动量], [J ] ≡ [角动量], [E] ≡ [能量], [T ] ≡ [时间]。

现实世界中大部分物理问题处理的对象都是可观测的具有量纲的物理量。只用具有相

同量纲的物理量之间才可以相互比较。物理学是找出不同类物理量之间相互关系和因

果关系的一门科学，物理规律是关于有量纲的物理量的运动规律，是将不同量纲的物

理量进行转换的规律。每一个物理学规律都含有一个或多个物理学常数。这些物理学

常数将不同量纲的物理量联系起来，同时这些物理常数也自然地设置该物理规律适用

的尺度，术语称作标度（ ）。标度是人们为了度量物性变化程度而选取的带刻度

尺子。我们通常所说的“大与小”和“快与慢”等都是相对而言的，所以为了定量地

描述大与小，我们必须制定一把尺子。但这把尺子的使用范围是有限的：一方面我

们无法使用最小精确到厘米刻度的尺子测量毫米级别的长度；另一方面，虽然我们

可以用这把尺子测量地球赤道周长 ∼ 4,000,000,000cm，但比起 40000千米，取厘米

作为度量单位明显是非常不便的。所以在每一个尺度或标度上，自然界都有一个非

常自然的标尺。另外一个例子是重力公式 G = mg 中的重力加速度常数，在地球上

g地球 = 9.8m/s2，而在月球表面上 g月亮 = g地球/6。物理学常数是依赖于具体的研究
对象，并且为所研究对象设定了“标度”（ ）。在微观尺度上，普朗克常数就是这

样一个单位。如果一个物理体系的具有普朗克常数量纲的物理量的大小和普朗克常数

相若，那么这个体系的量子效应就不可忽略。

!
物理学最神奇的地方是，物理规律是敏感依赖于标度，在不同的标度上我们有不同的

物理学规律。

在经典物理中，任意的物理量 都可以用质量（ ），长度（ ）和时间（ ）表

示，

[A] =MaLbT c。

下面我们以简谐振子为例做一个简单的量纲分析，这样可以看出在量子世界中引入普

朗克常数的作用。简谐振子的能量为

E =
p2

2m
+

1
2
kx2,
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其中弹性常数 k 的量纲为 [k] =MT −2。弹性常数仅仅将质量和时间联系起来，因为

还有质量 m，所以我们可以构造一个时间常数，但我们无法构造一个长度常数。以简

谐振动周期 τ 为例，

[τ] = T = [makb] =Ma(MT −2)b,

所以

M : 0= a+ b

L : 0= 0+ 0

T : 1= 0− 2b

从中我们得到 a = 1/2 和 b = −1/2。这样我们就得到了一个系统的时间特征常数，
其形式为

τ ∝
√

m
k
,

其精确解为

τ =
2π
ω

= 2π
√

m
k
。

因为除了质量 m 和弹性常数 k 之外，我们没有任何其他常数，所以我们无法构造和

长度有关的特征物理量。

在量子力学中，我们有另外一个带有量纲的常数——普朗克常数，

[h̄] =ML2T −1,

它将质量 M，长度 L 和时间 T 三个物理量联系起来，使我们可以构造量子简谐振子

的特征长度（A）。设 A ∝mαkβ h̄γ，则

[A] = L =Mα
(
MT −2

)β (
ML−2T −1

)γ
,

满足

M : α+ β+ γ = 0

T : −2β −γ = 0

L : 2γ = 1.

从中可得 α = β = −1/4 和 γ = 1/2，这样我们就可以利用粒子质量，弹性常数和普
朗克常数得到了体系的特征长度

A ∝
(
h̄2

mk

)1/4

,

从而简谐振子能量为

E = [kA2] ∝ h̄

√
k
m
∝ h̄ω。
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!
当我们处理涉及电磁相互作用的物理问题时，我们还会遇到电荷的量纲，为库伦（或

安培）；处理热力学问题是会遇到带有温度的量纲，为开尔文。
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♠ 关于程檀生老师教科书的玻尔 索末菲量子化条件的氢原子椭圆轨道的例题

例题中有一个积分

∮
prdr =

∮
√

2mE −
p2φ
r2

+
2mZe2

4πϵr
dr = −2πpr +

πZe2

4πϵ

√
2m
−E = nrh

在此我们写下主要积分过程，具体计算请同学们自行完成。定义 pφ = L 和 K =

Ze2/4πϵ，则有 ∮
prdr =

∮ √

2mE − L2

r2
+ 2m

K
r
dr.

因为是闭合轨道，所以 E < 0。令 E = −|E|，则有
∮

prdr =

∮ √
−2m|E|r2+ 2mKr −L2 dr

r

=

∮ √
mK2

2|E| −L
2 − 2m|E|

(
r − K

2|E|
)2 dr

r
.

做变量替换，

r ′ = r − K
2|E| ,

可得
∮

prdr =
∮ √

mK2

2|E| −L
2 − 2m|E|r ′2 dr ′

r ′ + K
2|E|

.

再作一次变量替换，

√
2m|E| r ′ =

√
K2m
2|E| −L

2 sinη,

有 ∮
prdr ∝

∫ 2π

0

cos2ηdη
a+ b sinη

,

其中

a =
K
2|E| , b =

√
( K
2|E|

)2
− L2

2m|E| 。

再利用如下积分公式

∫ 2π

0

cos2ηdη
a+ b sinη

=
2π
ab2

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣(b

2 − a2)
√

a2

a2 − b2 + a2
⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

就可以得到书上的公式了。
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