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1. 散射振幅和相空
间的量纲
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2 → n体散射
散射截面（采用 PDG约定——π因子约定）：

dσa+b→n =
(2π)4|Ma+b→n|2

4
√

(pa · pb)2 − m2
am

2
b

dΦn(p1, · · · , pn; pa + pb)

其中 n体相空间为

dΦn = δ4

(
pa + pb −

n∑
i

pi

)
n∏

j=1

d3pj

(2π)32Ej

这里 δ函数保证能动量守恒。如果粒子具有自旋，
我们还需要对末态自旋求和，对初态自旋求平均
（对初态自旋求和后乘上 1/(2s+ 1)因子）。 3/44



量纲分析
相空间量纲：

δ4

(
pa + pb −

n∑
i

pi

)
: [E]−4

n∏
j=1

d3pj

(2π)32Ej

: [E]2n

dΦn = δ4(· · · )
n∏

j=1

d3pj

(2π)32Ej

: [E]2n−4

1

Flux
: [E]−2
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量纲分析
因为散射截面量纲为

[σ] = [E]−2, dσ = |M|2 × dΦn

F

所以散射振幅的量纲是

[Ma+b→n] = [E]2−n

2 → 2散射过程的散射振幅量纲：

[Ma+b→c+d] = [dΦ2] = [E]0
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2 → 2散射振幅
因为 2 → 2散射过程的散射振幅量纲为 0，所以
散射振幅一定是无量纲变量的函数。

gg

其中 g是无量纲的耦合常数（非常适合于规范相互作用）。

M = g2f(θ, ϕ) = g2f ′
(
t

s
,
s

m2
,
t

m2

)
在第一阶近似中，我们期望 f 和 f ′ 函数的数值大小在 1 左

右，并且具体的函数形式可以告诉我们散射过程中的相互

作用形式。例如，初态粒子是标量粒子或初态无横向极化，

那么散射振幅一定不依赖于 ϕ。
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2 → 2散射振幅
dσ

d cos θ

∣∣∣∣
a+b→1+2

=
|Ma+b→1+2|2

32πs

p′cm
pcm

∼ g4

32πs

p′cm
pcm

|f(cos θ)|2

因为

t = m2
a + m2

1 − 2 (EaE1 − p′cmpcm cos θcm)

d cos θcm =
dt

2pcmp′cm
,

所以

dσ

dt
=

|Ma+b→1+2|2

64πsp2cm

s≫m2

−−−−−→ |M|2

16πs2
∼ g4

16πs2

∣∣∣f( t
s

)∣∣∣2
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粒子的两体衰变（1 → 2）
如果粒子的寿命为 τ，那么由 N个相同粒子所组
成的体系随时间变化行为遵从指数衰减定律

Γ ≡ − 1

N

dN

dt
=⇒ N(t) = N(0)e−tΓ

其中宽度 Γ和粒子寿命 τ 的关系为 τ ≡ 1

Γ
。

▶ 微分衰变宽度：dΓa→n =
(2π)4 |Ma→n|2

2ma

dΦn

▶ 总宽度: Γtotal =
∑
i

Γa→i

▶ 分支比: Br(a → i) ≡ Γa→i

Γtotal 8/44



粒子的两体衰变的量纲分析
首先，[Γa→1+2] = [E]1

dΓa→1+2 =
(2π)4 |Ma→1+2|2

2ma

dΦ2

[dΦ2]=E0

−−−−−−−→ [Ma→1+2] = [E]1
g

=⇒ Ma→1+2 ∼ g ma f(θ) =⇒ Γa→1+2 ∼ g2ma

如果我们知道粒子的宽度和质量，那么就可以估
算相互作用的强度。例如质量为 1GeV的强子，
其寿命是 ∼ 10−10s或宽度为 ∼ 10−14GeV，那么

g ∼
√

Γ

ma

∼ 10−7
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n体反应（2 → n− 2）的洛伦兹不变量
此过程的初末态涉及 n个粒子，设其动量为

p
µ
i , i = 1, 2, · · · , n

能动量守恒要求：仅有 n− 1个动量是独立的，
可构成的洛伦兹不变量是

(n− 1)(n− 2)

2
+ (n− 1) =

n(n− 1)

2

其中有 n个粒子的质壳条件，因此独立洛伦兹变
量是

n(n− 1)

2
− n =

n(n− 3)

2

例：2 → 2散射，n = 4，因此独立洛伦兹变量个
数为 4(4− 3)/2 = 2。 10/44



n体末态的相空间
四维动量空间体积元 d4p = d3pdE是洛伦兹不变
的。散射末态的粒子都是在质壳上的，满足

p2 = E2 − p⃗2 = m2

四维动量相空间体积元 d4p总是和质壳条件乘在
一起，

d4pδ(p2 − m2)θ(E)

对四维动量相空间积分时，dE积分是确定的，
∫ ∞

∞
dEd3p⃗δ(E2 − p⃗2 − m2)θ(E) =

∫ ∞

0

dE2

2E
δ(E2 − p⃗2 − m2)d3p⃗ =

d3p⃗

2
√

m2 + p⃗2

=
d3p⃗

2E
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n体末态的相空间

dΦn = δ4

(
pa + pb −

n∑
i

pi

)
n∏

j=1

d3pj

(2π)32Ej

这个相空间是 3n重积分，积掉 δ函数后还有
3n− 4重积分。

一般情况下，相空间积分非常复杂。但如果所有
末态粒子质量都为零，相空间积分容易得到。
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1体相空间：Φ1

一体末态：a+ b → 1过程

dΦ1 = (2π)
d3p⃗1

2E
δ4(pa + pb − p1)

= (2π)d4δ4(pa + pb − p1)δ
+(p21 − m2

1)

= (2π)δ(s− m2
1)

其中 s = (pa + pb)
2 = m2

1。

Φ1的量纲：
[Φ1] = [E]−2
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2体相空间：Φ2

Φ2 =

∫
δ(
√
s− p1 − p2)δ

3(⃗p1 + p⃗2)
p21dp1dΩ1d

3p⃗2

(2π)64p1p2

=

∫
δ(
√
s− 2p)

dpd cos θdϕ

(2π)64

=
4π

(2π)68
=

1

4(2π)5

Φ2的量纲：
[Φ2] = [E]0
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多体相空间：Φ3和 Φ2比较

Φ1 =
2π

s

Φ2 =
1

4(2π)5
,

Φ2

Φ1
=

s

16π2

Φ3 =
s

32(2π)7
Φ3

Φ2
=

s

32π2

Φn+1

Φn

=
s

16π2n(n− 1)

一般情况，

Φn =
1

4(2π)5(n− 1)!(n− 2)!

(
s

16π2

)n−2
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无量纲化的 n体相空间

Φn =
1

4(2π)5(n− 1)!(n− 2)!

(
s

16π2

)n−2

Φn的量纲随 n变化，人们定义无量纲化的相空间
如下：

Φ′
n =

Φn

sn−2

末态粒子质量为零时，无量纲化的三体相空间约
为无量纲化的两体相空间的 1/316。

一般而言，末态粒子每增加一个，相应的无量纲
化的相空间要减少两个数量级。这正是多体衰变
和散射过程中，产生的粒子数越多，概率越小的
运动学原因。 16/44



2. 散射截面、积分亮度和事

例数
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3. 共振态
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共振态特征：如何描述共振态？

▶ 电荷

▶ 角动量

▶ 宇称

▶ 同位旋（强、弱。。。）

▶ 质量（M）

▶ 寿命（τ 或 Γ）

问题：如何测量这些物理量？
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例子
考虑通过强相互作用衰变的不稳定粒子。质量约
为 1 GeV，寿命约为

τ ∼ 10−24s =⇒ γ ∼ 300

在实验室系中，该粒子的衰变长度为

L = cτγ ≈ 1 fm

此粒子寿命奇短，产生后瞬间就在出生地衰变了，
无法测量其衰变距离。应该如何测量此粒子呢？

▶ 散射截面依赖于入射粒子的能量，散射截面
的局域最大峰值所对应的能量值就是共振态
的质量

▶ 测量末态粒子的不变质量的峰值位置 27/44



28/44



29/44



30/44



31/44



32/44



33/44



34/44



35/44



36/44



37/44



38/44



39/44



40/44



41/44



Z共振态：e+e− → Z → qq̄
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总结
▶ 量纲分析：散射振幅和相空间

– 2 → n散射过程δ4(· · · ) n∏
j=1

d3pj

(2π)32Ej

 = [E]2n−4, [M2→n] = [E]2−n

– 1 → 2衰变

[Ma→1+2] = [E]1, [Φ2] = [E]0

▶ n体相空间比较

Φ′
n =

Φn

sn−2
,

Φ′
n+1

Φ′
n

≈ 1

100
− 1

1000

▶ 事例数、散射截面和积分亮度

事例数 = σ × L 43/44



总结

▶ 共振态：质量、宽度、自旋和颜色

σElastic(E, J) = 4πλ2

[
Γ2/4

(ER − E)2 + Γ2/4

]
σInelastic(E, J) =

[
(2sR + 1)CR

(2sA + 1)(2sB + 1)CACB

]
× π

k2

Γ(R → AB)Γ(R → f)

(ER − E)2 + Γ2
R/4

σInelastic(s, J) =

[
(2sR + 1)CR

(2sA + 1)(2sB + 1)CACB

]
× 4πs

k2

Γ(R → AB)Γ(R → f)

(s− m2
R)

2 + m2
RΓ

2
R 44/44
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